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1. Einleitung

Unter granularer Materie versteht man Systeme aus einer grofsen Anzahl makro-
skopischer Teilchen, wie z. B. Sand und Getreide, aber auch Tabletten [JNB96]
und Graphitkugeln in Kugelhaufen-Reaktoren [RGLB06]. Ein grundlegender
Aspekt ist hier, dass die Teilchen kinetische Energie dissipieren konnen. Dies
kann z. B. durch die Anregung von inneren Schwingungen, durch plastische Ver-
formung oder auch durch (teilweise) Zerstorung der Teilchen geschehen.

Allein die Dissipation fithrt schon dazu, dass sich granulare Systeme ganz we-
sentlich von klassischen Gasen unterscheiden. Betrachtet man isolierte Systeme,
so kommen diese durch die fortgesetzte Dissipation mit der Zeit zur Ruhe (gra-
nulares Kiithlen [Haf83]). Will man dies verhindern, so muss man dem System
kontinuierlich Energie zufiihren (z. B. durch Schiitteln oder Scheren). Bei der
theoretischen Behandlung granularer Materie hat man es also zwangslaufig mit
Systemen fern des Gleichgewichts zu tun.

Aus Alltag und Technik sind eine Vielzahl von Phdnomenen im Zusammen-
hang mit granularer Materie bekannt. Sand z. B. bietet in vielen Féllen einen
verldsslichen Untergrund. Im Falle von Sandburgen lassen sich mit ihm sogar
filigrane Strukturen realisieren. Unter verdnderten Bedingungen kann derselbe
Sand aber in Form von Lawinen und Erdrutschen ins FliefSen geraten. In Sanduh-
ren macht man sich explizit zu Nutze, dass sich Sand ganz wie eine Fliissigkeit
verhalten kann. In Staublawinen und Sandstiirmen, aber auch den Ringen der
grofien Planeten erinnert das Verhalten der granularen Teilchen sehr an das eines
Gases. Fiir industrielle Anwendungen wiederum beschiftigt man sich intensiv
mit der Neigung von Gemischen granularer Teilchen, sich zu entmischen. Eben-
falls von Interesse fiir die technische Verarbeitung von granularen Medien ist,
dass sich bei Stromungen granularer Teilchen durch Rohren und Trichter leicht
stabile Kraft-Briicken ausbilden die zu Verstopfungen fiihren.

Auch auf Seiten der Physik unterscheidet man zwischen der Beschreibung
statischer bzw. quasi-statischer granularer Systeme, granularer Fliisse (granular
flows) und granularer Gase [JNB96]. Bei genauerer Betrachtung zeigt sich noch
eine Fiille weiterer Phdanomene. Exemplarisch seien hier nur der Paranuss-Effekt
[Kud04], entropische Krifte [CBM106] und die singenden Diinen [Her05b] ge-
nannt. Einen Einstieg in die Thematik konnen die Reviews [Raj00, Gol03, Her05a,
GNBO05] bieten. Einen Uberblick iiber die aktuelle Forschung gibt z. B. [GHMO5].

In der vorliegenden Arbeit sollen zwei Aspekte der Kinetik granularer Gase
ndher beleuchtet werden. Im Vordergrund stehen die Herleitung analytischer
Ausdriicke. Dariiber hinaus soll die Giiltigkeit der theoretischen Ergebnisse je-
doch durch den Vergleich mit Simulationen tiberpriift werden.



1. Einleitung

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 2 soll eine allgemeine Einfithrung
in das hier verwendete Modell gegeben werden. Beginnen will ich mit den zu-
grundeliegenden Annahmen. Dabei sollen auch die im Weiteren verwendeten
Parameter und Observablen definiert werden. Anschlieffend will ich kurz eini-
ge Ergebnisse aus der Literatur darstellen, die im Folgenden verwendet werden.
Eine kurze Einfiihrung in den Liouville-Operator-Formalismus, sowie das ver-
wendete Simulations-Verfahren sollen dieses Kapitel abschliefsen.

Kapitel 3 ist der Untersuchung bindrer Mischungen von inelastischen harten
Kugeln gewidmet. Betrachtet werden sollen hier die Temperaturen T, der einzel-
nen Komponenten sowie ihr Verhiltnis y = T;/T;. Im ersten Abschnitt soll das
allgemeine Modell aus Kapitel 2 entsprechend erweitert werden. Im Zuge dessen
will ich auch erlautern, wie man durch qualitative Uberlegungen auf die Zeitent-
wicklung der Temperaturen schliefsen kann. Im zweiten Abschnitt wird man se-
hen, dass diese Uberlegungen durch die analytischen Rechnungen bestatigt wer-
den. Im dritten Abschnitt sollen dann die Losungen der Differentialgleichungen
diskutiert werden, zum einen durch Betrachtung ihrer Abhédngigkeit von den
Systemparametern, zum anderen durch die Einschrankung auf zwei interessan-
te Spezialfélle. Durch den Vergleich mit Simulationen wird gezeigt werden, dass
die Theorie in der Lage ist, die physikalischen Phanomene zu beschreiben. Nach
einer kurzen Zusammenfassung soll ein Ausblick auf einige Fragestellungen ge-
geben werden, die von dieser Arbeit ihren Ausgang nehmen kénnten.

In Kapitel 4 soll es um die Frage gehen, inwiefern die Rotationsachse und die
Flugrichtung von rauen inelastischen harten Kugeln korreliert sind. Auch hier
soll im ersten Abschnitt das Modell zundchst geeignet erweitert werden. An-
schliefSend soll ein Vorschlag gemacht werden, wie man sich einen Teil der Er-
gebnisse in qualitativer Weise verstandlich machen kann. Der zweite Abschnitt
ist dann der Herleitung der analytischen Ergebnisse gewidmet, die im dritten
Abschnitt diskutiert werden sollen. Der Vergleich mit Simulationen wird zeigen,
dass die wesentlichen Effekte durch das Modell reproduziert werden. Eine Zu-
sammenfassung sowie ein Ausblick auf mogliche zukiinftige Untersuchungen
soll wieder den Abschluss bilden.

Die z. T. sehr umfangreichen Rechnungen habe ich nach Méglichkeit in den
Anhang ausgelagert, um den Leseflufs nicht zu storen. Der interessierte Leser
moge sich dort tiber die Details informieren.



2. Grundlagen

2.1. Das Modell

Es stellt sich die Frage, wie sich die wesentlichen Eigenschaften granularer Ma-
terie in einem physikalischen Modell einfangen lassen. Hier soll das Modell in-
elastischer harter Kugeln (IHS: Inelastic Hard Spheres) zugrundegelegt werden.

Da Stofie zwischen irreguldr geformten Korpern beliebig kompliziert werden
konnen [PB95], sollen die Teilchen als perfekte harte Kugeln angenommen wer-
den. Die Kugeln (Kreisscheiben!) sind vollstandig charakterisiert durch ihren Ra-
dius 4, ihre Masse m und ihr Tragheitsmoment I. Harte Kugel bedeutet in diesem
Zusammenhang, dass das Wechselwirkungspotential U an der Kugeloberflache
von U = 0 fiir den Aulenraum auf U = oo fiir das Innere der Kugel springt.
Es liegen also keine langreichweitigen Wechselwirkungen vor, und die Kugeln
konnen sich auch nicht durchdringen.?

Der Stofs zweier makroskopischer Kugeln wurde ausgehend von [Her82] in
zahlreichen Arbeiten studiert [BSHP96, LRD97, AGZ98, GZ99]. Es zeigte sich,
dass das Ausmafs der Dissipation in nichttrivialer Weise von den Materialeigen-
schaften und der Relativgeschwindigkeit der Stofipartner abhédngt. Hier soll ein
sehr einfacher Ansatz Verwendung finden. Mit den Bezeichnungen aus Abb. 2.1
definiert man zunéchst die Relativgeschwindigkeit am Kontaktpunkt g := v; —
vy + aft X (w1 + wy). Gestrichene Variablen bezeichnen Grofien nach dem Stof3.

Es soll dann gelten
~ /

n-g = —€n - 4
ixg =—paxg.
Der Koeffizient € € [0, 1] beschreibt also die normale Restitution [LSJC84], wih-
rend B € [—1, 1] die tangentiale Restitution [JR85] parametrisiert.> Die Werte € = 1

und B = —1 entsprechen dem Fall vollstindig elastischer und glatter Teilchen.
Hin zu kleineren Werten von € nimmt die Dissipation zu. Steigenden Werten

@.1)

Im Folgenden werde ich aus Griinden der Ubersichtlichkeit meist nur den Fall d = 3 explizit
erwihnen. Die entsprechenden Aussagen fiir d = 2 sollten aber immer leicht abzuleiten sein.
2Weitere Moglichkeiten die einen analytischen Zugang erlauben, hier aber nicht weiter betrachtet
werden sollen, sind diinne Stdbchen [HAZ99, VT04] und abgerundete Rechtecke [GTV05].

3Die normale und tangentiale Restitution sind also véllig unabhingig voneinander. Dieser An-
satz ist so zundchst sicherlich unphysikalisch. Das Walton-Modell [WB86] stellt hier eine Ver-
kniipfung her und wurde ebenfalls schon zur Beschreibung granularer Materie verwendet
[HHZ00, JZ02]. Eine weitere Modifikation hin zu einer realistischeren Beschreibung der Dis-
sipation sind die sogenannten viskoelastischen Teilchen [BSHP96] mit geschwindigkeitsabh&n-
gigen Restitutionskoeffizienten € = €(v).



2. Grundlagen
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Abbildung 2.1. Stofiprozess in d = 2. Gezeigt sind zwei Kreisschei-
ben im Moment vor dem Stof3. Die Mittelpunkte der Teilchen sol-
len sich bei 7y bzw. r; befinden, die Winkelgeschwindigkeiten w; ste-
hen senkrecht auf der Bildebene. Im Folgenden werden die Relativ-
geschwindigkeit v1, := v1 — vy, die relative Winkelgeschwindigkeit
04, = w1 + wy und die effektive Relativgeschwindigkeit am Kon-
taktpunkt g die wesentliche Rolle spielen. Die relative Orientierung
der Stofspartner wird durch den Vektor n = r1 := r{ — rp beschrie-
ben.

von B entsprechen zunehmend rauere Teilchen bis hin zu perfekter Rauigkeit bei
g=1.

Trotz der starken Vereinfachungen, die diesem Ansatz zugrundeliegen, ldsst
sich damit eine reiche Phdnomenologie beobachten [SK89, GZ93, BT(02a, CM04,
GNBO05]. Besonders prominent sind die hydrodynamischen Instabilitdten, die in
zahlreichen Arbeiten untersucht wurden [GZ93, NE0O, BDSMO06], die uns hier
aber nicht weiter beschéftigen sollen.

Zusammen mit der Impulserhaltung v} + v} = v; + v, und der Drehimpulser-
haltung beztiglich des Kontaktpunktes

man X (v] —v1) + (W) —w1) =0 2.2)

mant x (vy — ;) — [(wh — wp) = 0. '
kann man wie in Abschnitt A.1.1 ausgefiihrt den Zusammenhang zwischen den
Geschwindigkeiten vor und nach dem Stofs angeben

v)=0v1—-05, w]=wi+—(fxJ)
2.3)

vy, =1+, w§:w2+q—a(ﬁx§)



2.1. Das Modell

wobei
0 :=nrop+ (n — ) (A - 012)A + ampit X Oy (2.4)

q1+p
2 1+g

ment in seiner dimensionslosen Darstellung g := I/ma? eingehen. Die Werte von
g liegen zwischen Null fiir eine punktférmige Masse und 2/3 fiir eine Kugelscha-
le. Fiir den Fall einer Kugel mit homogener Massenverteilung gilt g = 2/5.

Da es noch nicht gelungen ist, fiir das Harte-Kugel-Gas eine exakte analytische
Darstellung der Verteilungsfunktion p({r;}, {v;}, {w;}, t) anzugeben (siehe aber
den Fall von Maxwell-Molekiilen [BNKO0O0]), soll hier ein Ansatz verwendet wer-
den, der sich zwar im allgemeinen nicht streng begriinden ldsst, der sich aber
schon in zahlreichen Vergleichen mit Simulationen bewihrt hat.

In der Literatur ist dieser Ansatz unter dem Namen Homogeneous Cooling State
(HCS) bekannt [GS95]. Man geht davon aus, dass die rdumliche Verteilung der
N Kugeln zu jeder Zeit homogen ist. Die Geschwindigkeiten sollen gaufsverteilt
sein, wobei die Breite der Verteilungen die granularen Temperaturen

d d
Ttr . Z > 1 ) Trot N Z (2-5)

und 7; := sowie 77, := 13€. Hier und im Folgenden soll das Tragheitsmo-

definiert.

Fiir verdiinnte Systeme relativ harter realer Teilchen ist unmittelbar einsichtig,
dass die Dauer eines Stofdes 1. viel kiirzer ist als die mittlere Zeit zwischen zwei
Stoflen 7. Fiir das Modell harter Kugeln ldsst man nun das Verhiltnis 7./7 < 1
vollstindig gegen Null gehen. Die Stof3e werden also als instantan angenommen.
Als Nebeneffekt dieser Approximation gentigt es nun, sich auf Zweikorper-Stofie
zu beschranken. Die Wahrscheinlichkeit, dass drei oder mehr Teilchen zugleich
stofien geht mit 7. ebenfalls gegen Null. Zusétzlich wird angenommen, dass die
Korrelation zwischen Stofien vernachldssigbar klein ist (molekulares Chaos).

Als Verteilungsfunktion setzt man also an

moy lw? ] 2.6)

N
pracs({vi}, {wi} t) ~ gexp [_ZTH(t)  2Tyu(t)

Die Verteilung ist nattirlich auf 1 normiert, d. h. f dT'ppcs = 1. Im Phasenraum-
element

dr :=[]O(rj — 20)d*Nrd®Nvd®Nw (2.7)

j#l

dienen die ®-Funktionen dazu, den Volumenauschluss zu berticksichtigen. Inte-
griert wird dabei tiber ein thermodynamisches System, d. h. N — oo Teilchen in
einem unendlich ausgedehnten Volumen V, sodass die Teilchendichte n := N/V
einen endlichen Wert annimmt. Ensemble-Mittelwerte sind dann durch Mitte-
lung iiber die HCS-Verteilung definiert

= [ dToucs({w), {wrhb). 28)



2. Grundlagen

Die Annahme von molekularem Chaos und instantanen StofSen schrankt die
Theorie auf granulare Gase, d. h. relativ verdiinnte Systeme ein. Aus hydrody-
namischen Betrachtungen und Simulationsstudien [GZ93, LH99, BRC99, DP03],
geht hervor, dass eine raumlich homogene Verteilung nur auf relativ kurzen Zeit-
und auch Langenskalen erhalten bleibt.

Die Theorie bleibt also auf die anfangliche Entwicklung beschréankt oder man
muss durch dufleres Treiben raumliche Korrelationen zerstoren. Die experimen-
tell relevanten Formen des Treibens, wie Schiitteln [FM02], Schwenken [KWG97]
und Vibrationen der Wande [HYC'04] beruhen alle auf endlichen Systemen, und
sind damit nur schwer in die hier verwendete Theorie zu integrieren. Analytisch
am einfachsten zu handhaben ist das sogenannte Volumentreiben [NETP99]. Mit
einer Treibfrequenz f; wird zu den Geschwindigkeiten v; der Teilchen eine zu-
fallige Komponente v,,¢;(t) addiert. Dabei gibt v,, die Stirke des Treibens an,
und die &;(t) sind gauBverteilte Zufallsvektoren mit Mittelwert Null und Vari-
anz 1. Dem Treiben entspricht so eine Temperatur

gTd, = %mvﬁr.

Fiir Simulationen gentigt es, die Systemgrofse kleiner als eine kritische Lan-
genskala A, [MY96] zu halten. Alternativ kann man auf den DSMC-Algorithmus
[Bir76] ausweichen.

Detaillierte Simulationsstudien zeigten, dass die exakte Geschwindigkeitsver-
teilung vom gaufischen Fall abweicht [BRC96, MSS01, BT02b]. Analytisch ver-
sucht man diesem Umstand Rechnung zu tragen, indem man die Verteilungs-
funktion um eine Reihe 1 + a1(t)S;(mv?/Ty) + ... von Laguerre-Polynomen*
[JZ00] S, erweitert [GS95, HOBOO]. Die a,(#) miissen dann selbstkonsistent be-
stimmt werden. Damit kann die Theorie hin zu dichteren und starker dissipati-
ven Systemen erweitert werden [NE98, BP00, HOBOO], siehe aber auch [BP06].
In der vorliegenden Arbeit wird diese Erweiterung aber nicht weiter berticksich-
tigt werden. Stattdessen wird eine dhnliche Erweiterung fiir die Betrachtung der
Korrelationen zum Einsatz kommen.

2.9)

2.2. Einige Konsequenzen

Was lasst sich nun aus diesem Modell ableiten? Zunéchst sei der Fall vollig glatter
Kugeln (B = —1) betrachtet.

Konzentrieren wir uns (in Anlehnung an [BP04]) auf ein Teilchen welches,
sich gegeniiber den anderen Teilchen in seiner Ndhe mit einer typischen Ge-
schwindigkeit (v12) bewegt (sieche Abb. 2.2). Die thermische Geschwindigkeit
vy, = /2T /m liefert hier die naheliegendste Geschwindigkeitsskala.

Mit dem Streuquerschnitt fiir harte Kugeln von o3p = 47a® wird die betrach-
tete Kugel im Zeitintervall At im Mittel mit v, = 47tna® (v1,) At anderen Kugeln

4in diesem Zusammenhang meist als Sonine-Polynome bezeichnet

10



2.2. Einige Konsequenzen

4q
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Abbildung 2.2. Die Kugel ganz links im Bild wird in der Zeit At mit
allen Kugeln stofSen, deren Mittelpunkte im angegebenen Zylinder
liegen. Diese Zeichnung basiert auf der Abbildung 5.1 in [BP04].

stoflen. Teilt man nun durch At und ldsst das Zeitintervall gegen Null gehen, so
erhélt man die Stofifrequenz

w ~ na*V/'T. (2.10)

Im Zuge eines StofSes d@ndert sich die kinetische Energie eines Teilchens typi-
scherweise um den Betrag

m
AT = 2 (vf3 — V1) @.11)
~—(1-eT '

wenn man wieder davon ausgeht, dass die typische Geschwindigkeit durch vy,
abgeschitzt werden kann. Weiter wurden hier alle moglichen Stofsparameter auf
den Fall des zentralen Stofles reduziert. Dies erlaubt es die gestrichenen Ge-
schwindigkeiten direkt tiber GI. (2.1) auszudriicken.

Nimmt man GI. (2.10) und GI. (2.11) zusammen, so erhélt man also die Tempe-

raturdnderung pro Zeit

“Z ~ —na*(1—€*)T2. (2.12)

Analytische Rechnungen (siehe z. B. [AHZ01]) bestédtigen diese Abschdtzung durch
das Ergebnis

NIw

‘Z = —GA'T? (2.13)

2

mit G := 32na?,/Zx und A’ := L5

11



2. Grundlagen
Der einzige interessante neue Faktor ist hier die Paarkorrelation bei Kontakt x =
¢(2a) mit der Paarkorrelationsfunktion [CC60]
g(R12)/V?*:= (6(Ry — 11)6(Ry — 12)), - (2.14)

Aus der Theorie elastischer® harter Kugeln ist x in Form von Virialentwicklungen
bekannt [CS69]. Es gilt

:% fiird =2
(1-v)?
Ny (2.15)

mit dem Volumenbruch® (filling fraction) v = rtna® ind = 2 und v = 4/37tna® fiir
d = 3. In jiingerer Zeit sind weitere Terme in dieser Entwicklung vorgeschlagen
worden [LS04, SYHO5]. Es handelt sich dabei aber um kleine Beitrédge, die erst bei
hohen Dichten eine merkliche Rolle spielen. Letztlich ist die nichttriviale Form
der Korrelationsfunktion ein Resultat der endlichen Teilchengrofle. Diese hat zur
Folge, dass nur eine endliche Zahl von weiteren Kugeln gleichzeitig mit einer
bestimmten in Kontakt stehen kénnen.
Gleichung (2.13) lasst sich leicht integrieren und man erhalt

To

0= T w?

(2.16)
mit wy = 1/2Gy/Tp und Ty = T(0). Die (Enskog-)Kollisionsfrequenz [CC60] der
Teilchen ist in dieser Notation w = 1/2G+/T. Fiir grofe Zeiten (wot > 1) folgt
der Zerfall der Energie also einem Potenzgesetz mit dem Exponenten —2 (Haff’s
Cooling Law [Haf83]).

Geht man nun zu rauen Kugeln tiiber, so wird zum einen die Rotationsener-
gie in einem dhnlichen Prozess zerfallen, zum anderen sind nun aber auch die
Rotations- und Translationsfreiheitsgrade gekoppelt. In [AHZ01] wurde gezeigt,
dass die Temperaturen den folgenden Gleichungen geniigen

3dT, 3 1
5 dt” — —GAT2 + BGT: Ty
ST : % 2.17)
53 = GBT; — CGT; Ty
mit ) )
l1—e i 1t < m)
A= +m(1—mp), B:=2, c="L(1-1). (2.18)
gt q g\

5Es ist zundchst nicht klar, dass die Paarkorrelationsfunktion im inelastischen Fall mit der fiir
elastische Teilchen {ibereinstimmt [BP04]. Der gewihlte Ansatz hat sich aber als erfolgreich
erwiesen.

6Bei dichtester (Kugel-)Packung sind maximal vop = 7v/ V12 ~ 0.907 bzw. v3p = /118 ~ 0.740
moglich [CS99].

12



2.3. Der Liouville-Operator

In der Kollisionszeitskala 7, die tiber d7 := wdt definiert ist, gilt
3 Ttr

-3 — _ATtr + BTrot
§ ‘%T (2.19)
1 drf = BT — CTror.

In [LHMZ98] und nachfolgenden Arbeiten [HHZ00, AHZ01] wurde gezeigt, dass
sich fiir grofse Zeiten ein festes Temperaturverhéltnis R := T,y / T}, einstellt und
die Gleichungen (2.19) entkoppeln. Es gilt

3dR )
1. =B+ (A-CR-BR”. (2.20)

Setzt man die rechte Seite dieser Gleichung gleich Null, so erhélt man den statio-

ndren Wert
. _ s A-=C (A—-C)?

Im Gegensatz zu klassischen, elastischen Gasen liegt also i. A. keine Gleich-
verteilung der Energie zwischen den Translations- und Rotationsfreiheitsgraden
(entsprechend R* = 1) vor. Nur fiir Paare von Restitutionskoeffizienten fiir die
A = Cerfiillt ist, gilt wieder R* = 1.

Die Verletzung der Gleichverteilung ist ein Phanomen, dass im Zusammen-
hang mit dissipativen granularen Systemen wiederholt auftritt. Zundchst wurde
man im Kontext bindrer Mischungen (siehe Kapitel 3) darauf aufmerksam. Es
findet sich aber z. B. auch als richtungsabhéngige Temperatur in Systemen unter
dem Einfluss der Schwerkraft wieder [MRO06]. Siehe aber auch z. B. den Fall von
Teilchen, die leicht von der Kugelform abweichen in [GTV05].

. (2.21)

2.3. Der Liouville-Operator

Die analytischen Rechnungen im Zuge dieser Arbeit beruhen ganz wesentlich
auf dem Liouville-Operator-Formalismus [EDHL69]. In der Literatur wird hau-
fig die Boltzmann-Gleichung im Rahmen der verbesserten Enskog-Theorie (RET:
Revised Enskog Theory) [BE79] als Ausgangspunkt gewihlt. In [Hut99] wurde ge-
zeigt, dass beide Herangehensweisen letztlich dquivalent sind. Die Entwicklung
des Systems hin zu einem stationdren Zustand scheint aber iiber den Liouville-
Operator leichter zuganglich.

Der Liouville-Operator £ beschreibt die zeitliche Anderung einer Observablen
A.D.h.iLA = %" Insbesondere kann man ihn fiir nicht explizit zeitabhangige
Observablen iiber die Poissonklammer {-,-} [Gol01] mit der Hamiltonfunktion
H definieren: iLA := {H, A}.

Mit der Hamiltonfunktion I eines Systems von Teilchen, die tiber ein Paarpo-
tential U = U(|r; — rj|) wechselwirken

2
=Y 2L+ Y uly) (2.22)

i<j

13



2. Grundlagen

erhidlt man so den zugehorigen Liouville-Operator

. i 3 0
iL = Z%v +Y vu(ry) <3Pﬁ — api> : (2.23)

i<j

Die Gleichung ”fi—‘? = iL A lasst sich formal in der Form A(t) = ¢/**A(0) losen.
Dieser Ansatz soll aber im Folgenden so gar nicht verwendet werden. Stattdes-
sen werde ich mich damit begntigen, il A = ‘fi—’? zu berechnen um dann erst in
einem zweiten Schritt die daraus entstehende Differentialgleichung (numerisch)
zu losen.

Eine weitere Komplikation ist der Umstand, dass das Wechselwirkungs-Poten-
tial der harten Kugeln nicht differenzierbar ist. Die oben angegebene Herleitung
aus einem differenzierbaren Potential ist also nicht anwendbar. Dafiir kann man
sich aber leicht direkt iiberlegen, wie der Pseudo-Liouville-Operator L fiir ein
Harte-Kugel-Gas aussehen muss [NEB98].

Zunichst setzt er sich aus zwei Anteilen zusammen: L = Ly + L;. Der An-
teil ily = Y; B2V beschreibt dabei das freie Stromen der Teilchen zwischen den
Stoflen. Da das System keinen dufieren Kréften ausgesetzt ist, gilt fiir das freie
Stromen die Energieerhaltung, d. h. insbesondere hat L keinen Einfluss auf die
Temperaturentwicklung.

Die Stofse selbst werden durch den Operator il; = Zi<]- i7J;j beschrieben, der
in eine Summe aus Zweiteilchen-Wechselwirkungen zerfillt.” Stofe finden ge-
nau dann statt, wenn sich zwei Teilchen bertihren (6(r;; — 2a)) und in diesem
Moment aufeinander zufliegen (©(—;; - v;;)). Weiter ist die Stofirate proportio-
nal zum Teilchenfluss #;; - v;;. Die Anderung der Groflen durch den Stof} selbst
(Gl. (2.3)) sei durch den Operator b;j’ beschrieben, der in der obigen Notation

ungestrichene durch gestrichene Grofien ersetzt. Zusammengenommen gilt also
1'71']‘ = —(f’l‘]' . Ui]')@(—f’ij . vi]‘)é(?"l’j - ZH)(le]r - 1) (2.24)

wobei die 1 im Sinne des Identitdtsoperators zu verstehen ist.

Statt tiber die Verteilungsfunktion p(T,t) zur Zeit ¢t zu mitteln, konnte man
auch gleichwertig tiber die anfangliche Verteilung p(I'g,0) mitteln. Man hat es
dann aber mit einer explizit zeitabhingigen Observablen A(T'(To;t)) = A(To;t)
zu tun

(4}, = [ drp(r,HAM) = [ drop(To,0)A(To;) (2.25)

Betrachtet man nun die Zeitableitung der gemittelten Grofse (und nennt die
Integrationsvariable wieder I'), so gilt

%(A)t - / drp(r,o)%ef“A(r) - / drp(T,0)e™iLAT)  (2.26)

Im Ansatz wurden ja m-Korper-StoSe fiir m > 2 ausgeschlossen.

14



2.4. Ereignisgesteuerte Simulationen

In [EDHL69] wurde gezeigt, dass zu iL ein adjungierter Operator iL" gehort, der
die Zeitentwicklung der Verteilungsfunktion bestimmt. Es gilt also

d

- (A), = / dr [eimtp(F,O)} ILA(T) = / dTp(T, )iLA(T)  (2.27)

Diese Identitat ist Ausgangspunkt fiir fast alle Rechnungen in der vorliegenden
Arbeit.

2.4. Ereignisgesteuerte Simulationen

Begleitend zu den in dieser Arbeit beschriebenen analytischen Rechnungen wur-
den Molekular-Dynamik-Simulationen [AT96] durchgefiihrt. Als besonders ge-
eignet fiir Hardcore-Potentiale hat sich hier (neben direct simulation Monte-Carlo
DSMC [Bir76]) der ereignisgesteuerte Ansatz (ED: event driven) [Lub91] heraus-
gestellt. Konkret habe ich auf eine Implementierung aus [HAZ99] zuriickgegrif-
fen, die in der Vergangenheit schon erfolgreich eingesetzt wurde.

Da es relativ schwierig ist, die Bedingungen des IHS-Gases (vernachldssig-
bare Randeffekte, keine Gravitation, etc.) experimentell zu realisieren, existieren
nur wenige Arbeiten, die dies explizit versuchen [HYC"04, EGL*05]. Der Ver-
gleich mit mehr oder weniger stark abweichenden Versuchsbedingungen [FM02,
KWG@G97] bleibt mit Unwégbarkeiten behaftet. Simulation stellen hier also ein
wichtiges Werkzeug dar, um die physikalische Aussagekraft der theoretischen
Modelle zu tiberpriifen.

Die wesentlichen Schritte des ED-Algorithmus sind die folgenden:

1. Bestimme den Zeitpunkt ¢;; des nédchsten Stofles zwischen allen Paaren von
Teilchen.

2. Bestimme das Paar von Teilchen, das als erstes (zur Zeit tl’fj) stoflen wird.

3. Fiihre diesen Stofs unter Berticksichtigung der unvollstindigen Restitution
aus (Gl. (2.3)).

4. Integriere die Bewegungsgleichung der anderen (freien) Teilchen bis ;.

und dann wieder weiter mit 1.

Fiir die zahlreichen Optimierungsmoglichkeiten, die auch in das benutzte Pro-
gramm eingeflossen sind, will ich hier nur auf die Literatur verweisen [AT96].
Lediglich auf einen weiteren Punkt will ich ndher eingehen, da er auch von allge-
meinem Interesse ist: Den inelastischen Kollaps [SK89]. Teilchen in relativ dichten
Regionen des Systems konnen in endlicher Zeit u. U. unendlich viele Kollisionen
erleiden. Uber diesen Zeitpunkt wiirde also auch der ED-Algorithmus nicht hin-
aus kommen.

Um dieses Problem zu umgehen, sind verschiedene Losungsmoglichkeiten vor-
geschlagen worden [Gro97, LM98]. In dem hier verwendeten Programm ist das
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2. Grundlagen

Abbildung 2.3. Ablauf einer Kollision in der ED-Simulation (siehe
Text).

eigentliche Teilchen in geringem Abstand von einer weiteren, virtuellen Hiil-
le umgeben (Abb. 2.3). Der urspriinglich instantane Stofs wird nun in mehrere
Schritte zerlegt:

1. Der Stofspartner durchdringt die virtuelle Hiille von aufien: Dieser Vorgang
ist vollig wechselwirkungsfrei.

2. Die StofSpartner , beriihren” sich: Nun wird die tangentiale Restitution (un-
ter Berticksichtigung von ) ausgefiihrt. Die normale Restitution erfolgt zu-
néchst vollstandig elastisch (e = 1).

3. Der Stofipartner passiert erneut die virtuelle Hiille: Erst jetzt wirkt der nor-
male Restitutionskoeffizient € # 1.

Befinden sich die Teilchen nun also in einer Region stark erhohter Dichte, die
normalerweise zum inelastischen Kollaps fithren konnte, so trennen sie sich gar
nicht mehr so weit, dass Punkt 3 zur Anwendung kommen konnte. Im Effekt sto-
3en die Teilchen bei drohendem inelastischen Kollaps vollstandig elastisch und
man vermeidet so den unbeschrankten Anstieg der Kollisionsfrequenz.

Die Bedingung eines unendlich ausgedehnten Systems wird wie tiblich durch
periodische Randbedingungen approximiert.

Eine konkrete Simulation startet, indem die Teilchen auf einem Gitter ange-
ordnet werden. Um eine homogene Durchmischung zu erreichen, lasst man das
System zundchst mittels vollig elastischer Stofie (¢ = 1 und B = —1) fiir einige
Zeit equilibrieren. Erst dann werden die gewiinschten Restitutionskoeffizienten
aktiviert. Aus der Ausgabe des Programms lasst sich die Trajektorie des Systems

16



2.4. Ereignisgesteuerte Simulationen

durch den Phasenraum vollstindig rekonstruieren. Damit sind im Prinzip auch
samtliche Observablen zuganglich.

Abbildung 2.4. Typischer Snapshot eines Systems mit 8000 Teilchen wie
es den meisten hier verwendeten Simulationen zugrunde liegt.
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3. Binare Gemische inelastischer harter
Kugeln

3.1. Einleitung

Die meisten Modelle granularer Materie gehen von nur einer einheitlichen Sorte
von Teilchen aus [JR85, HHZ00, BP04]. Betrachtet man dagegen reale granulare
Systeme, wie z. B. Sand und Ger®6l], so ist (im Unterschied zu realen molekularen
Gasen) zu bezweifeln, dass auch nur zwei gleiche Teilchen vorliegen. Im Prin-
zip miisste man also Systeme von Teilchen betrachten, deren Eigenschaften be-
stimmten Verteilungen folgen [Zam95, LB05]. Ein erster Schritt auf diesem Weg
stellt die Betrachtung bindrer Mischungen dar [WA99, GD99, VNM99, DHGDO02,
DHGDO02, PMP02, GD02, WJMO03, AJ04].

Die zwei Sorten Teilchen sollen sich zum einen durch ihre mechanischen Ei-
genschaften — Radius! 2, und Masse m, —, dann aber auch durch ihre Restituti-
onskoeffizienten €,, unterscheiden konnen. Dazu kommt ein dritter Restitutions-
koeffizient €1, der Stofse zwischen den Teilchensorten parametrisiert. Schliefslich
soll auch noch die Konzentration x, := N, /N der Teilchensorten variiert werden
konnen. Dabei ist N, die Anzahl der a-Teilchen und N = Nj + N, die Gesamt-
zahl der Teilchen. Im thermodynamischen Limes (N, — o0) sind nattirlich nur
die Konzentrationen x, von Bedeutung. Von einer unvollstindigen tangentialen
Restitution wird hier abgesehen — es gilt also stets p = —1.

In Simulationen [CHO02, AL02, ALO3] und Experimenten [WP02, FM02], aber
auch in theoretischen Modellen [GD99, BT02a] zeigte sich, dass die beiden Teil-
chensorten auch fiir lange Zeiten i. A. nicht die gleiche Temperatur annehmen.
Aus diesem Grund — und um auch die transiente Entwicklung von beliebigen
Anfangsbedingungen T;(0) # T»(0) aus studieren zu kénnen —, wird hier jeder
Teilchensorte eine eigene Temperatur T, zugewiesen.

Auf welche Weise konnen die Teilchen der Sorte o Energie verlieren? Zum
einen durch Stofse mit anderen a-Teilchen, zum anderen aber auch durch Sto-
e mit Teilchen der Sorte . Das Verhalten im ersten Fall ist bereits bekannt: Im
Mittel geht ein Anteil der mittleren Energie ~ T, pro Stofs verloren. Stofse wie-
derum ereignen sich mit der Stofifrequenz wyy = wya (Ty) ~ /Ty (Gl. (2.10)). Im
Unterschied zum Fall einer Teilchensorte sind damit aber nicht alle Stof3e abge-
deckt, sondern (unter der Annahme einer homogenen Durchmischung) nur der
Bruchteil x;.

IHier und im Folgenden bezeichnen griechische Indizes die Teilchensorte, wahrend lateinische
Indizes die einzelnen Teilchen durchnummerieren.
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3. Bindre Gemische inelastischer harter Kugeln

Zur Annahme der rdumlich homogenen Dichteverteilung kommt jetzt noch
die Forderung, dass die Teilchensorten zu jeder Zeit in einer homogenen Mi-
schung vorliegen. Es wurde gezeigt [AW98, CM04, RESM04, AJ04, DH04, ESR05],
dass sich dichte Systeme auf langen Zeitskalen in vielfdltiger Weise entmischen
konnen. Dies ist ein weiterer Hinweis darauf, dass die hier verwendeten Modelle
auf verdiinnte Systeme zugeschnitten sind.

Fiir die Stofse mit B-Teilchen (die einen Anteil x; = 1 — x; der Stofle ausma-
chen) wird nun erneut ein Anteil proportional zu T, dissipiert werden. Stofie
werden aber mit einer anderen Stofifrequenz wys = wap(Ty, Tp) auftreten.

Liegt eine Mischung von Teilchen mit unterschiedlichen Temperaturen vor, so
wird auch bei vollig elastischen Teilchen ein Warmestrom einsetzen, der die Tem-
peraturdifferenz auszugleichen sucht. Ein solcher Effekt ist im dissipativen Fall
ebenfalls zu erwarten. Es wird also ein weiterer Term proportional zum Tempe-
raturgradienten Tz — T, und zur Stofifrequenz w,g auftreten. Insgesamt erwartet
man somit eine Gleichung der Form

dd 3

EaTl — Hyg = —x1GAn T} — xoAw Ty + x2(T2 — Th)Bwso (3.1
mit noch unbestimmten Konstanten A, B > 0 und der Treibleistung Hy, :=
farTyr. Dabei sollte A im elastischen Limes verschwinden, wahrend B zumindest
in diesem Limes einen endlichen Wert annehmen muss.

3.2. Das Modell

Die Temperaturen sind, wie {iblich, als

d 1 Ny,

T = — —2? 3.2

277 Na ; 2 7 (.2)
definiert. Geht man davon aus, dass sich jede Teilchensorte fiir sich im HCS be-
findet

2
ou ({71} N, o1} N, 1) ~ ] Jexp [—?Tvl] (3.3)
l 4

so stellt der Ansatz p({r;}, {v;},t) ~ p1p2 eine unmittelbare Verallgemeinerung
des HCS fiir eine Teilchensorte dar. Bei der Riickfithrung des Phasenraumele-
ments dI" auf die Phasenraumelemente dl'y := [T ©(rj; — 2a,)d*Nrd*Nv der ein-
zelnen Teilchensorten ist zu berticksichtigen, dass der Volumenausschluss auch
zwischen den Teilchensorten gilt

N N
dl == dld [ [ [] ©(ri— a1 — a2). (3.4)
j=11=N;+1

Dabei wurde ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen, dass die ers-
ten N; Teilchen samtlich der ersten Sorte angehoren.
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3.3. Analytische Berechnung der Temperaturentwicklung

Der Pseudo-Liouville-Operator L7, der dieses Modell beschreibt setzt sich aus
den folgenden Summanden zusammen: L7 = Lg + L; + LE + L;’Z + LE. Der
Term Ly beschreibt dabei wieder das freie Stromen und braucht uns hier nicht
weiter zu interessieren. Fiir ein eventuell vorhandenes Volumentreiben ist der
Term L}; zustidndig. Die Stofe zwischen den Teilchen werden schlieflich durch
die letzten drei Summanden beschrieben: L1+1 im Falle, dass beide Teilchen der
ersten Spezies angehdren, L, fiir den Fall, dass beides Teilchen der zweiten Sorte
sind und sz fiir Sto3e zwischen Teilchen verschiedener Sorten.

Die L;ﬁ sind nun wie in Abschnitt 2.3 wiederum als Summe tiber Stoflopera-

toren fiir zwei Teilchen zu verstehen: LIﬁ = 2 Yk ‘J';:f . Sei A(k) die Funktion,
die den Index k eines Teilchens auf seine Sorte a abbildet, so gilt also

T = = (o - P) O (=01 - P1) 0 (11 — 280)On (k)aOa()a (bR T — 1)

' ; ; (3.5)
iTi "= = (o - 7)O (= - Fua)d(ria — a1 — a2) (1 = goan) (b7~ — 1)-

Die b;fl”“r sind von derselben Form wie in Gl. (2.24) und implementieren die
StoRgesetze (GL. (2.3)) fiir 8 = —1. Fiir den gemischten Sto8 b;7 " ist das StoSge-
setz in Abschnitt A.1.2 hergeleitet. Man erhalt

Ap Ap

e —_— A = _

v] =01+ o 2T (3.6)
mit Ap := —p(1 + €12) (A - v12)t und der reduzierten Masse y := /172

3.3. Analytische Berechnung der Temperaturentwicklung

Wie weiter oben schon erwidhnt, hat der Anteil L keinen Einfluss auf die Tempe-
raturentwicklung. Der Beitrag des Treibens ldsst sich wieder durch die Treibleis-
tung Hy, erfassen. Man erhilt also folgende Differentialgleichung fiir die Zeitent-
wicklung der Temperaturen

3d ) . .

S Te— Hy = (ILVE), = (I Ea) + (iL3Ea ) (3.7)
Der Term (iL},E,), ist identisch mit dem, der in der Behandlung einer Teilchen-
sorte auftritt. Da diese Rechnung in der Literatur (siehe z. B. [AHZ01]) schon
wiederholt dargestellt worden ist, will ich sie hier nicht noch einmal ausfiihren.

Die Berechnung des gemischten Terms <iL:{ﬁ E,X> ist in den Abschnitten A.2

und A.3 im Detail dargelegt. Durch die Annahme von molekularem Chaos ist
kein Paar von Teilchen ausgezeichnet. Anstatt tiber alle moglichen Paare von
StofSpartnern zu mitteln, kann man somit auch ein Paar von Teilchen herausgrei-
fen und mit der Verteilungsfunktion p tiber alle moglichen Stofiszenarien mit-
teln. Es bleibt dabei aber immer noch das Problem, dass der Phasenraum durch
den Volumenauschluss in komplizierter Form durchlochert ist. Im Rahmen der
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3. Bindre Gemische inelastischer harter Kugeln

hier betrachteten Mittelwerte kann man das Integrationsvolumen durch Einfiih-
ren der Paarkorrelationsfunktion (Gl. (2.14)) auf den ganzen Raum ausdehnen.
In einem dritten Schritt nutzt man nun die Symmetrien des Problems aus und
geht zu Relativkoordinaten tiber, wie sie in Abb. 2.1 angedeutet sind. An diesem
Punkt hat man das Problem im wesentlichen auf eine Reihe von GaufSintegralen
und solche tiber trigonometrische Funktionen reduziert, die elementar ausfiihr-
bar sind.

Um den Uberblick nicht zu verlieren, soll das Ergebnis der Rechnungen hier
zunédchst fiir den Fall mechanisch gleicher Teilchen (m1 = my, a; = a,) angegeben
werden:

1dd 3 T+ T, T+ T
EEER —Hyj = —x1AnT} — x2A1T ! > 2 + AL (T2 — Th) 1 > :
1dd 3 Ti +T» T+ T
EEETZ — Hy = —x2A22T22 —x1A1T, 5 + xlAE(Tl - TZ) 2

(3.8)
mit )
1—¢ 1+ep)?
Ay = 1 “ﬁ, AI“Z = (812) 3.9)
und
G:= 861”\/?)( fird =2
m (3.10)

G:= 32a2m/z)( fird = 3.
m

Die Gleichungen Gl. (3.8) sind also tatsdchlich von der Form von GlI. (3.1), wobei
die Kollisionsfrequenz w1»(Ty, T2) ~ /T1 + Ty ist.

Nun sollen auch verschiedene Massen m, und Radien a, zugelassen werden.
Da die absoluten Massen bzw. Radien nur von untergeordnetem Interesse sind,
sollen sie hier in erster Linie in Form des Massenverhiltnisses A := m7/m, und
des Radienverhiéltnisses o = a1 /a; in Erscheinung treten. Es gilt

dd 3 2 Ty + ToA
T — Hy = — 11GnAnT? — ———xGpAp Ty~ 22
T dr x1G11 AT 1+Ax2G12 12T 5
2A . Ty + ThA
+ o 3G (T = Ty =5
dd 2A [T, + ToA 31D
3 + 12
EETZ — Hyg = — 0G0 AT, — mleuAlsz %
2A _ [Ty + Toh
+ mleleE(Tl —T) 5

. 1 (14 en)?
Af . =-+ 2 12
12774 14A (3.12)

mit
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3.4. Diskussion

und

[ 7T ..
GIXIB = 4((10( + ﬂﬁ)n Exaﬁ fird =2
. 2 T £is
G‘X,B = 8((1“ + aﬁ) n Exaﬁ ur d =3

Auch fiir die Korrelationsfunktion ), existiert eine Virialentwicklung aus der
Theorie elastischer harter Kugeln? [MCSL71, LS04]:

(3.13)

1 36 aijdan
= 3.14
Xap 1—1/+(1—1/)2511+El2 ( )
mit
200 2 3 )
v =mna5(x10°+xp), &= Znnaz(xla—i— xpy) fird=2
(3.15)

4 4
V= §7ti1zzg(xla3 +x2), &= gnna%(xlaz +xp) furd=3

Die Herleitung von Gl. (3.11) stellt das Hauptergebnis dieses Abschnitts dar.

3.4. Diskussion

Ein exemplarisches Temperaturverhalten zeigt Abb. 3.1. Insbesondere ist zu er-
kennen, dass sich die Temperaturen auseinander entwickeln, und auch fiir grofe
Zeiten nicht wieder zu einem gemeinsamen Wert zuriickfinden. Vielmehr stellt
sich ein konstantes Temperaturverhéltnis v := T; /T ein. Schliefllich gehorchen
auch bindre Mischungen noch dem Haffschen Gesetz (Gl. (2.16)). Auf alle diese
Punkte soll im Folgenden noch genauer eingegangen werden.

Anhand des Vergleichs mit den Simulationsdaten in Abb. 3.2 ist zu erkennen,
dass die Theorie die Effekte des Modells aufierordentlich gut wiedergibt. Insbe-
sondere sind also die ungleichen Temperaturen und das konstante Verhaltnis v
keine Artefakte der Theorie.

Da das Temperaturverhiltnis -y offenbar auch fiir grofie Zeiten nicht gegen den
trivialen Wert 1 konvergiert, soll es hier ndher betrachtet werden. Wie in Ab-
schnitt A.4 skizziert, gelingt es, auch fiir y eine Differentialgleichung aufzustel-

len. Nun allerdings nicht in der natiirlichen Zeitskala t sondern in der Stof3zeits-
kala 115, die iiber die Stoffrequenz w1y, = 1/2G12+/(T1 + T2A) /2 fiir gemischte

2Fiir Massenverhiltnisse A, die stark von 1 abweichen, scheint diese Néherung von ), B ihre Giil-
tigkeit zu verlieren [ALO5].
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Abbildung 3.1. Zeitentwicklung der Temperaturen einer Mischung mit
€1 = 09,ep =05&€p = 07sowie A =0 = 1und x; = 1/2,
v = 0.0146 gemaR Gl. (3.8). Die Anfangsbedingungen sind T;(0) =
T,(0) = 1. Das System ist ungetrieben (H;, = 0). Man beachte die
doppellogarithmische Auftragung und den Ubergang zu einem Po-
tenzgesetz mit Exponenten —2. Der Inset zeigt die anfangliche Ent-
wicklung auf linearer Skala.



3.4. Diskussion

StoRe® definiert ist: dTyy 1= wyodt

ldy 2"y 1 1a (X1 X2

— 2 2 T4y (1 Anc® /v /A — 2 A
Adt d A( t/8) 2 140) <X1X1 net o/ sz 22)
2\f A

(mAfpA(r/a)

d 1+A
Y i+ -1 1 g+
+ A A12(x2 - x1) + Alz(A Xp — xl) — XA A12 . (3.16)
1 W4+++N = 1 j—k—o—é—H—H—o*,,_H_\_H_+ =
% I k*ﬁ
% e
| + | I L |
01 5 1 01t % g
L + i L ' 4
X +
L Y | L \ ]
0.01 | A\ g 0.01 - Al 1
L i B L X 1
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Abbildung 3.2. Das System aus Abb. 3.1 im Vergleich mit Simulations-
daten fiir N = 8000 Teilchen. Um die Ubersichtlichkeit zu erhalten,
sind die Temperaturverldufe hier separat dargestellt. Ebenso wurde
nur eine reprasentative Auswahl der Datenpunkte aus der Simulati-
on aufgetragen.

Die suggestive Schreibweise legt nahe, dass ¢ := v/ A eventuell die fundamen-
talere Grofse ist [BRMO5]:

d¢ 2471 ¢ 1-d ( X11 i-1 X22 )
= — 1 +0 x15=—=Aq10 X2 A
it i %1 - ) 1?( 11 \/a 2)( 2
2\[ A A2

d 1+A ( Y1 ARAP

+ ¢ (AE(XQ - xl) + Alz(A_le - xl)) — XZA_1AE> . (3.17)

3Natiirlich kénnte man auch 11, oder T, verwenden. Die getroffene Wahl ermoglicht aber die
grofite Vereinfachung der Gleichungen.
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3. Bindre Gemische inelastischer harter Kugeln

Im Folgenden kann nur ein grober Uberblick iiber den Parameterraum gege-
ben werden, der durch €11, €12, €22, A, 7, g, x1, Hz, und n (und wenn man nicht nur
die stationdren Zustédnde betrachten will, auch noch (0)) aufgespannt wird. Ins-
besondere sollen nur ungetriebene Systeme betrachtet werden. Weiterhin will ich
mich auf homogene Kugeln (7 = 2/5) und symmetrische Mischungen (x; = 1/2)
beschranken.

Die Zeitentwicklung von 7(t) in Abb. 3.3 zeigt, dass sich der stationdre Wert
schon nach sehr kurzer Zeit (entsprechend wenigen Kollisionen pro Teilchen)
einstellt. Dies geschieht offenbar auf denkbar direktem Weg. Deshalb soll uns im
Folgenden nur noch der stationdre Wert -, interessieren.

1.2

€,=09,¢,=07,¢,=05 ——
1.18 €, =0.9,¢,,=0.5,¢,,=0.7
&1=1.81,=1,85,=08
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Abbildung 3.3. Die Zeitentwicklung des Temperaturverhéltnisses 7y fiir
verschiedene Tripel von Restitutionskoeffizienten. Die weiteren Pa-

rameter sind A = ¢ = 1, v = 0.0146. Der Startwert ist jeweils
7(0) =1
Anhand von Abb. 3.4 erkennt man, dass im vollig elastischen Fall (¢ = 1)

die Gleichverteilung der Temperatur und damit auch Y. = 1 zuriickgewonnen
wird. Fiir steigende Dissipation weicht 7y, mehr und mehr vom elastischen Fall
ab. Ein Massenverhiltnis A # 1 scheint den Effekt meist noch zu verstdarken
[ALO2, GDHO5]. Allerdings zeigt das Beispiel A = 2, dass das Minimum nicht
bei A = 1 liegen kann.

Wie in Abb. 3.5 gezeigt, hat auch das Grofienverhéltnis o einen Einfluss auf das
Temperaturverhiltnis. Grofiere inelastische Kugeln bedingen tiber den grofseren
Wirkungsquerschnitt eine erhchte Stofirate, und damit eine verstarkte Dissipati-
on. Diese vergrofert offenbar auch den Temperaturunterschied.

Abb. 3.6 lasst nun explizit erkennen, wie ein stark ungleiches Massenverhiltnis
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Abbildung 3.4. Stationdrer Wert des Temperaturverhdltnisses 7 als
Funktion des Restitutionskoeffizienten €17 fiir verschiedene Massen-
verhiltnisse A. Die restlichen Parameter sind v =
X1 = 1/2 und €pn =€1p = 1.

0.95 |
09|
085 |
08|
075 |
0.7

0.65 L

0.0146, ¢ = 1,

i AN ]
\\

o=0.5 —_— -

lo=1 R

lo=2 — B

L L L L L L L L L
1 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0
€11

Abbildung 3.5. Stationdrer Wert des Temperaturverhdltnisses 7 als
Funktion des Restitutionskoeffizienten €17 fiir verschiedene Grofsen-
verhiltnisse . Die restlichen Parameter sind v =
x1=12und ey = €15 = 1.

0.0146, A =1,
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3. Bindre Gemische inelastischer harter Kugeln

A i. A. auch den Temperaturunterschied verstirkt. Der vorlaufige* Vergleich mit
Simulationen lisst eine gute Ubereinstimmung von Theorie und Simulation auch
fir A # 1 erkennen. Insbesondere scheint die oben angesprochene Unsicherheit
beziiglich des genauen Wertes von x,4 hier keine Rolle zu spielen.

Gleiches zeigt Abb. 3.7 fiir das Grofsenverhéltnis . Fiir o — 0 geht tatsachlich
auch v, — 1, da in diesem Fall die Stofsrate der immer kleiner werdenden in-
elastischen Teilchen — und damit auch ihr Beitrag zur Temperaturentwicklung
— verschwindet. Die etwas grofseren Abweichungen zwischen Theorie und Si-
mulation hin zu grofieren ¢ sind verstandlich, wenn man beachtet, dass grofiere
Teilchen bei konstanter Teilchendichte 7 einen grofseren Volumenbruch mit sich
bringen. Wie weiter oben schon erwédhnt, werden die Annahmen von homogener
Dichte und molekularem Chaos fiir dichtere Systeme aber zunehmend verletzt.

Der Inset von Abb. 3.7 zeigt den physikalisch interessanten Fall, dass die Teil-
chen alle die gleiche Massendichte p ~ m/a® besitzen und lediglich in ihrer
Grofie variieren. Das Verhalten wird hier allerdings durch den starken Einfluss
des Massenverhdltnisses A dominiert, sodass sich ein qualitativ dhnliches Bild zu
Abb. 3.6 ergibt.

0.95 | T
09 [

085}

yOO

08

075t /

0.7 [

r €11 =07 — 1
/ 811 =0.8 e

0.65 | /
€1 =0.9

Simulation +

0.1 1 10 100

Abbildung 3.6. Stationdrer Wert des Temperaturverhiltnisses y als
Funktion des Massenverhiltnisses A fiir verschiedene Restitutions-
koeffizienten €17. Die restlichen Parameter sind v = 0.0146, ¢ = 1,
x1 = 1/2und € = €12 = 1. Man beachte die logarithmische Mas-
senskala. Die Simulationsdaten wurden fiir N = 8000 Teilchen ge-
wonnen.

4Insbesondere liegt den einzelnen Werten nur jeweils ein einziger Simulationslauf zugrunde.
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3.4. Diskussion
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Abbildung 3.7. Stationdrer Wert des Temperaturverhiltnisses <y als
Funktion des Grofienverhiltnisses o fiir verschiedene Restitutions-
koeffizienten €11. Die restlichen Parameter sind n = 0.00348 (entspre-
chend v = 0.0146 beic = 1), A =1, x1 = 1/2und €y = €12 = 1. Die
Simulationsdaten wurden fiir N = 8000 Teilchen gewonnen. Im In-

set wurde statt A die Massendichte konstant gehalten, d. h. es gilt
A~od

Im Folgenden sollen noch zwei Spezialfélle ndher beleuchtet werden, die auch
in der Literatur schon diskutiert wurden [MP99, BMPO02].

3.4.1. Der Tracer-Limit

Hierunter versteht man den Fall, dass die erste Spezies in verschwindender Kon-
zentration x; — 0 in einem Bad aus elastischen Teilchen (€3; = 1) schwimmt. Die
Spezifikation von €1, eriibrigt sich hier, da sich die Tracer-Teilchen im thermody-
namischen Limes nie treffen. In diesem Fall nimmt GIl. (3.17) die Form

dp — 2v2 A
d’l’lz_ d 14+A

(¢(Af + Ana™") — A7 AT (3.18)
an. Als stationdrer Wert wird hier das Ergebnis aus [MP99] bestatigt:

1+en

= T caT (3.19)

Yoo

unabhédngig von ¢. Insbesondere sind also die Tracer-Teilchen im inelastischen
Fall stets kiihler als das Bad.
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3. Bindre Gemische inelastischer harter Kugeln
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Abbildung 3.8. Stationdrer Wert der Temperatur des Tracer-Teilchens
im Verhiltnis zur Bad-Temperatur als Funktion des Restitutionsko-
effizienten €7, fiir Kollisionen von Bad- und Tracer-Teilchen fiir ver-
schiedene Werte des Massenverhiltnisses A.

Fiir Brownsche Teilchen [BRG99] mit A — oo ldsst sich Gl. (3.19) noch einmal
ZU Yoo = H% vereinfachen.
Auch das Erreichen des stationdren Wertes ldsst sich hier analytisch darstellen:

P(T) = Poo = (0 — Peo)e " (3.20)

mit w = Z\f oA (AI“2 + A1pA~1). In der Stofizeitskala wird das konstante Tem-
peraturverhaltms also exponentiell schnell erreicht [BRG99].

Der Tracer-Limit ist auch noch aus einem anderen Grund interessant: In [MP99]
wurde gezeigt, dass fiir die Tracer-Teilchen der HCS die exakte Verteilungsfunk-
tion darstellt.

3.4.2. Kopplung an ein elastisches Bad

Eine weitere Moglichkeit ist, die Temperatur der einen Teilchensorte fest vorzu-
geben und die andere, inelastische Sorte damit zu treiben [BMP02, BT02a, San03].
Mit €2 = €12 = 1 und T, = const. gilt

d 21 gl P22 A .
¢ = — X1 1 @Au ¢ + \/> 2XZ(A 1 (P) (3.21)
dtn d (1—|—U) X12 1/1—1—4) d (1+A)
Setzt man die rechte Seite gleich Null, so erhélt man eine implizite Gleichung fiir
den stationdren Wert ¢oo = ¢(T12 — 0).
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3.5. Zusammenfassung

Anhand von Abb. 3.9 ist zu erkennen, dass auch in diesem Fall die Temperatur
der inelastischen Teilchen hinter der Temperatur des Bades zurtick bleibt.

1 — ‘ ‘ ‘ ‘ : ‘ -
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06| )
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0.1 . | . | . | . WV\V”7”?”77””‘777\7’77*\**7#7—'7‘
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Abbildung 3.9. Temperatur der inelastischen Teilchen im Verhiltnis zur
Bad-Temperatur als Funktion des Restitutionskoeffizienten €1, fiir
verschiedene Konzentrationen der inelastischen Teilchen x;. Es gilt
stetsc=A=1.

3.5. Zusammenfassung

Im vorangehenden Kapitel habe ich gezeigt, wie man ausgehend vom Modell
der inelastischen harten Kugeln zu einer analytischen Beschreibung der Tem-
peraturentwicklung bindrer Mischungen kommen kann. Der Vergleich mit ED-
Simulationen zeigte eine gute Ubereinstimmung. Diese gilt insbesondere iiber
die ganze Zeitentwicklung und auch fiir nicht-stationdre Zustande.

Im Unterschied zu elastischen Gasen liegt i. A. keine Gleichverteilung der
Energie vor. Stattdessen stellt sich ein stationdres Temperaturverhiltnis ein. Die
Abweichungen von der Gleichverteilung wachsen i. A. mit dem Grad der Dissi-
pation und mit der mechanischen Verschiedenheit der Teilchen.

Fiir lange Zeiten folgen auch die Komponenten einer bindren Mischung wie-
der dem Haffschen Gesetz. Im Tracer-Limes konnte eine besonders einfache Dar-
stellung gewonnen werden. Im Ergebnis besitzen die Tracer-Teilchen stets eine
geringere Temperatur als das Bad. SchliefSlich kann auch die von Biben [BMP02]
vorgeschlagene Variante des granularen Treibens im Rahmen der vorgestellten
Theorie behandelt werden.
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3. Bindre Gemische inelastischer harter Kugeln

3.6. Ausblick

Ausgehend von dieser Arbeit sind eine ganze Reihe von Erweiterungen denkbar.
Auf der technischen Seite sollte man zunéchst sicher die Abweichungen von der
Gaufsverteilung tiber die Sonine-Polynome berticksichtigen. Unabhéngig davon
konnte man auch versuchen, die Theorie auf raue Kugeln mit tangentialem Re-
stitutionskoeffizienten B oder gar mit Coulombscher Reibung auszudehnen. Die
Untersuchung viskoelastischer Teilchen wire ebenfalls eine naheliegende Verall-
gemeinerung.

Als unabhingiges Projekt konnte man versuchen, eine bessere Néherung fiir
die Paarkorrelationsfunktion x,z im Falle A # 1 zu finden. Vorbereitend hierzu
ware sicher eine systematische Simulationsstudie hilfreich.

Weiter konnte man tiiber die zwei Sorten hinausgehen und Systeme betrach-
ten, deren Parameter vorgegebenen (evtl. schmalen) Verteilungen folgen. Unab-
hédngig davon konnte man sich tiberlegen, ob man das Zerbrechen [KH99] oder
Verschmelzen von Teilchen in vereinfachter Form berticksichtigen konnte.

Die Berticksichtigung von Systemgrenzen (Container) und dufleren Feldern
(allen voran der Schwerkraft) [SGNTO06] sind sicher ebenfalls lohnende Ansatz-
punkte. In diesen Bereich wiirden auch realistischere Mechanismen des Treibens
— wie etwa vibrierende Wande u. 4. — fallen.

Ebenfalls hochinteressant wére es, inhomogene Systeme (Stichwort Clusterbil-
dung [LH99]) quantitativ zu beschreiben. Dies wiirde wahrscheinlich auch eine
Behandlung der Segregation [Kud04] erlauben.
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4. Korrelation von Rotation und
Translation in granularen Gasen

4.1. Einleitung

Im Folgenden soll untersucht werden, ob eine Korrelation zwischen Drehimpuls
w; und Translationsgeschwindigkeit v; in einem granularen Gas vorliegt. Als Ob-
servable, die das Vorliegen einer solchen Korrelation anzeigt, soll der mittlere
Winkel 6 zwischen der Winkelgeschwindigkeit w und der linearen Geschwin-
digkeit v in der Form

29y . 1y (0 wi)?
(cos”0), := N Zl: A (4.1)
dienen. Im unkorrelierten Fall gilt <cos2 0) ; = 1/3. Abweichungen nach oben
weisen auf eine bevorzugt parallele Stellung der Geschwindigkeiten hin, wiah-
rend Abweichungen nach unten bedeuten, dass die Geschwindigkeiten bevor-
zugt senkrecht aufeinander stehen.

Was wird man erwarten? Die Entwicklung vollzieht sich auf drei Zeitskalen.
Ein typisches Szenario beginnt mit einer endlichen anfdanglichen Translationstem-
peratur T}, und einer kleinen (Ty,¢ < T}) oder verschwindenden (Ty,+ = 0) Rota-
tionstemperatur. Die ersten Stofie der Teilchen werden also zwischen den beiden
Extremfallen, wie sie in der ersten und zweiten Zeile von Tabelle 4.1 dargestellt
sind, liegen. Es ist auch intuitiv klar, dass die Rotation zundchst durch streifende
Stofle aufgebaut werden wird und deshalb um eine Achse senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung einsetzt. In einer Anfangsphase wird also die Rotationsachse be-
vorzugt senkrecht auf der Richtung der Geschwindigkeit stehen: (cos?6) , <1/8.
Gleichzeitig maximiert die senkrechte Ausrichtung aber auch die Dissipation der
Rotationsenergie.

Fiir Stof3e von schon rotierenden Teilchen ist die Situation wesentlich kompli-
zierter. Wie in den weiteren Zeilen von Tabelle 4.1 zu erkennen ist, wird i. A.
eine nichttriviale Kombination von Rotations- und Translationsachse hergestellt.
Wenn man bedenkt, dass molekulares Chaos vorausgesetzt wurde, d. h. dass 7
weder mit v noch mit w korreliert ist, wird man erwarten, dass hierbei jegliche
Korrelation mit der Zeit zerfallen wird: (cos? ), — 1/3.

Nun ist aber zu bedenken, dass sich ein stationdres Temperaturverhiltnis R*
(GL (2.21)) einstellt, welches i. A. von 1 verschieden ist. D. h. fiir die meisten
Parameterwerte tiberwiegt fiir lange Zeiten entweder die Translations- oder die
Rotationsenergie. In Tabelle 4.1 erkennt man nun, dass in den meisten Stof3situa-
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4. Korrelation von Rotation und Translation in granularen Gasen

tionen wieder eine senkrechte Ausrichtung von v und w angestrebt wird. Nach
einer komplizierten, weitgehend unkorrelierten ﬂbergangsphase wird sich also
im Falle von R > 1 bzw. R < 1 wieder ein Wert (cos? ), < 1/3 einstellen.

Ist dagegen R ~ 1, so wird die dritte Zeitskala nie erreicht und man wird
allenfalls eine schwache Korrelation erwarten. Es gilt also (cos?6), ~ 1/3, und
auch die Situation (cos® ) ; 2 1/3ist nicht mehr ausgeschlossen.

Ttr > Trot Trot > Ttr

0 =1n,v 0 — Nyv 0 — Nyv
Axd=0 Axd—0 Axd—0

5217{0 5—>17tv 5—>17tv
AX6=mnxv AXI—miil Xy AXE—mAaxo

S =10+ anit X Q 6 — 1o 6 — amit X QO
i X & = —an ) ixd— —an Q) fxd— —anpQ)

0 = o+ ani X Q 6 — nv 6 — anii X QO

AXd=maxv—apQ) AXI—maxv fxd— —anQ)

0 =1,v 0 — Nyv 0 — Nyv
Axd=0 Axd—0 Axd—0
0 =no +anit X Q 0 — nv 0 — anii X QO

AXd=maxv—anpQ) AXd—-miaxv fxd— —anpQd

P 30 O %

Tabelle 4.1. Die wesentlich verschiedenen Stofiszenarien anhand von
Extrembeispielen. Die erste Spalte stellt die Situation dar. Die zweite
Spalte gibt die Anderung der v; bzw. w; an. Dabei ist v := vy — v, und
Q := w; + wy. In der dritten und vierten Spalte sind die Grenzfille
fiir eine tiberwiegende Energieform angegeben.

4.2. Das Modell

Das urspriingliche IHS-Modell (siehe Abschnitt 2.1) geht davon aus, dass kei-
ne Korrelation zwischen den linearen Geschwindigkeiten v; und den Winkelge-
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4.3. Analytische Ergebnisse

schwindigkeiten w; vorliegt. Die Verteilungsfunktion pgcs (Gl. (2.6)) muss also
erweitert werden, um den Korrelationen Rechnung zu tragen.1

Analog zu den Abweichungen der Geschwindigkeitsverteilung vom gaufischen
Fall [GS95] (siehe auch Abschnitt 2.1), werden auch hier die Effekte der Korre-
lation in Form einer Entwicklung um die urspriingliche HCS-Verteilung ange-
setzt. Die Abweichungen des mittleren Winkels 6 sollen hier in eine Reihe von
Legendre-Polynomen P, (cos 0) [JZ00] entwickelt werden

mo?
o~ g@(rﬂ — 2a) (Zb Joj'w]' P, 91)> exp [_ZTtr(t) " AT (6
mit zeitabhangigen Entwicklungskoeffizienten by, (t).

Die Legendre-Polynome ungerader Ordnung wiirden erlauben, zwischen ei-
ner parallelen und einer antiparallelen Ausrichtung der Vektoren zu unterschei-
den und konnen daher keinen Beitrag liefern. In niedrigster Ordnung muss die
Summe also bis n = 2 mitgefiihrt werden. Mit b(t) = b, (t) setzt man somit an

(4.2a)

p ~[]O(ry —2a)(1+ b(t)vjw}P(cos b)) exp
j#l

mit Py(cosf) = 3/2(cos? 0 — 1/3). Die Idee ist wie iiblich, dass die Terme hohe-
rer Ordnung schnell kleiner werden. Man hat auch Grund zur Annahme, dass
b(t)v?w?Py(cos ;) < 1, da die Verteilungsfunktion ja auch ohne diesen Term
z. B. die Temperaturentwicklung hervorragend beschreiben kann. Aus diesem
Grund sollen in der folgenden Rechnung Terme der Ordnung O(b?(t)) vernach-
lassigt werden. Die unbekannte Funktion b(#) muss nun selbstkonsistent bestimmt
werden.

[ mvl2 I w,2

2T, (H) ZT,Dt(t)] (4.2b)

4.3. Analytische Ergebnisse

Der Ausdruck im Nenner von (cos” ), erschwert einen analytischen Zugang be-
trachtlich. Deshalb soll zunéchst die alternative Grofie

— 2 { w;i)” — ;v%wz} (4.3)

betrachtet werden. Wie weiter unten gezeigt werden wird, ldsst sich daraus der
mittlere Winkel zurtickgewinnen.

Man tiberzeugt sich leicht, dass im unkorrelierten Fall A = 0 gilt. Positive
Werte entsprechen wieder einer bevorzugt parallelen Stellung, wihrend negati-
ve Werte durch eine senkrechte Ausrichtung der Geschwindigkeitsvektoren her-
vorgerufen werden. Da A nicht normiert ist, ist eine quantitative Interpretation
schwierig.

In die (unbekannten) exakte Verteilungsfunktion p wiirden natiirlich auch die Korrelationen
eingehen.
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4. Korrelation von Rotation und Translation in granularen Gasen

Zunichst kann man A einfach mit der neuen Verteilungsfunktion mitteln und
erhélt so den Zusammenhang zwischen b(t) und (A),. Wie in Abschnitt A.6 her-
geleitet, gilt
30

2.2 _ 2 2
qm-a <A>t - Wb( )T Lot (4.4)
Bildet man hiervon die Zeitableitung, so gilt
d 30 ; . .
qm’a’ - (A), = gz T Dot (OO ToTror +26(0) (T T+ ToToa)) . (45)

Wenn es nun also gelingt, % (A), unabhéngig tiber den Liouville-Operator-Formal-
ismus zu berechnen, so erhilt man eine selbstkonsistente Gleichung fiir b(t).
Kennt man einmal b(t), so auch mit Gl. (4.4) (A), und wie in Abschnitt A.8 ge-
zeigt
2 1 6 Ttr Trot
(cos”0), = 3+ Sb(t)
Wie durch den Ansatz nahe gelegt, parametrisiert die Funktion b(f) also die Ab-

weichung vom unkorrelierten Verhalten. Der Term qT"Z“’Zf dient im Wesentlichen

P (4.6)

nur dazu, b(t) einheitenlos zu machen.
Nach umfangreichen Rechnungen, die im Abschnitt A.5 skizziert sind, erhalt
man

TtrTrot> GT2 T, ;
70

qm?a® (il A), = — (A(O) + AWp(t )W
47)

5
- <B<°> + BWh(t) Z;Z“) GTET2, — COGT:
mit den etwas unhandlichen Konstanten A(O), A(l), B(O), B® und C© aus Gl. (A.83)
und G aus GI. (3.11).
Anhand der Rechnungen in Abschnitt A.7 erhdlt man die Bestimmungsglei-
chungen fiir die Temperaturen in der folgenden modifizierten Form

T, 3 T T, 1
%d trI—GATﬁ,-i—GB( _M tr rot>T ot

2 dt 2 2g2

3dT, 3 b(t );mTa 1 (48)
rot 5 tr Lrot

S = GBI —GC( ~ 0 o 2a2> T2 Tror

mit A, B, C aus GI. (2.18). Interessanterweise beeinflussen die Korrelationen nur
die Terme proportional zu T,,. D. h. der Einfluss der Rotationstemperatur T,
auf die Anderung der Translationstemperatur T;, erfdhrt eine Korrektur, nicht
aber die Anderung von Tyt bedingt durch T,

Setzt man nun Gl. (4.7) in Gl. (4.5) ein, so gilt

TtrTrot i _ TtrTrot (1) (1 ) Trot & Trot
30 mZaZb(t) = —b(t) s <GA 2+ GBYT2 T, +60Ttr +60Trot
q q
1 T, T}
~GAOTE — GBOTI N _GcOITE M (49)
Tt Tmt
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4.4. Diskussion

Die Gleichungen (4.8) und (4.9) bilden also ein System gekoppelter Differential-
gleichungen fiir die Unbekannten Ty, Tyt & b(t). Durch numerische Integration
lasst sich daraus dann die Zeitentwicklung fiir beliebige Systemparameter be-
stimmen. Damit ist das Hauptziel dieses Kapitels erreicht, namlich einen analy-
tischen Ausdruck fiir (cos?#), zu gewinnen.

4.4. Diskussion

Zunichst ist in Abb. 4.1 ein exemplarischer Verlauf von A(t) dargestellt. Der Ver-
gleich mit den Ergebnissen der Simulation zeigt, dass der gewéhlte Ansatz offen-
bar in der Lage ist, die wesentlichen Korrelationseffekte einzufangen. Insbeson-
dere bauen sich tatsdchlich auch aus einem anfanglich unkorrelierten System mit
der Zeit Korrelationen auf, die einer Bevorzugung von w L v entsprechen. Der
Vergleich mit der Temperaturentwicklung (ebenfalls in Abb. 4.1) zeigt, dass die
starkste Korrelation wie erwartet mit der Phase des stiarksten Anstiegs von T},
zusammen fallt.
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Abbildung 4.1. Die Korrelationsfunktion A(t) und die Rotationstempe-
ratur Ty fiir ein System mit e = 0.8, § = —0.8 und v = 0.0146. Als
Anfangswerte wurden T (0) = 1, Tyot(0) = 10~* und A(0) = 0 ge-
wihlt. Die Simulation wurde mit 8000 Teilchen durchgefiihrt. Man
beachte die verschiedenen Skalen fiir die beiden Observablen und
die logarithmische Zeitskala.

Wie oben erwéhnt, ldsst sich A kaum quantitativ interpretieren. Wenden wir

uns also der GroBe (cos? ) ; zu. In Abb. 4.2 ist zunéchst erneut ein Vergleich von
Simulation und Theorie dargestellt. Man beachte vor allem das angesichts der
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Abbildung 4.2. Vergleich zwischen Simulation und Theorie des mittle-
ren Winkels fiir e = 0.8, B = —0.8, v = 0.0146 und den Anfangsbe-
dingungen T} (0) = 1 & T;¢(0) = 0.001. Die Simulation wurde mit
8000 Teilchen durchgefiihrt. Dargestellt ist der Mittelwert aus zehn
Laufen.

Teilchenzahl unverhéltnismaflig starke Rauschen. Es deutet darauf hin, dass die
Korrelation nur durch eine relativ kleine Auswahl an Teilchen bestimmt wird.
Die relativ groffen Abweichungen fiir kleine Zeiten sind Ausdruck der grofien
Empfindlichkeit der anfinglichen Entwicklung von (cos?8), gegeniiber kleinen
Storungen in den Anfangsbedingungen.

Durch Abb. 4.3 wird die Annahme die Korrelation werde durch wenige Teil-
chen dominiert unterstiitzt. Man erkennt, dass auch zum Zeitpunkt der starks-
ten Korrelation die langsamen Teilchen in der verfiigbaren (zugegebenermafsen
groben) Auflosung nicht von einer isotropen Winkelverteilung abweichen. Die
schnellen Teilchen dagegen zeigen eine Konzentration um die senkrechte Orien-
tierung (cos # = 0) und bestimmen damit die Korrelationsfunktion (cos®6),. Im
Falle verschwindender Korrelation weisen auch die schnellen Teilchen wieder
eine isotrope Winkelverteilung auf.

Abb. 4.4 zeigt den zeitlichen Verlauf von (cos? ), fiir einige Paare von Resti-
tutionskoeffizienten. Auch diese Observable zeigt also den erwarteten anfang-
lichen Aufbau einer Korrelation im Sinne von w L v. AnschliefSend fllt der
mittlere Winkel wieder auf einen nahezu unkorrelierten Wert ab, um fiir grofe
Zeiten gegen einen stationdren Wert ungleich 1/3 zu konvergieren. Die drei Zeits-
kalen aus der qualitativen Uberlegung finden sich also auch in der analytischen
Betrachtung wieder. Ob die Bereiche mit (cos” ), =~ 1/3 durch die Theorie ad-
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Abbildung 4.3. Winkelverteilung fiir das System aus Abb. 4.2 zur Zeit
t = 30. Dargestellt ist der Anteil x der Teilchen als Funktion des Win-
kels 0. Aufgeteilt in schnelle (tiberdurchschnittliche Geschwindigkei-
ten) und langsame Teilchen (unterdurchschnittliche Geschwindigkei-
ten). Der Inset zeigt die selben Grofen fiir £ = 1 x 10%.
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Abbildung 4.4. Zeitliche Entwicklung des mittleren Winkels fiir eini-
ge Paare von Restitutionskoeffizienten. Der Volumenbruch betragt

jeweils v =

Trot(0) = 0. Der Inset zeigt das Verhalten fiir grofe Zeiten.

0.0146. Die Anfangsbedingungen sind Ty, (0) = 1 &
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dquat wiedergegeben werden, ist nicht unmittelbar klar. Es wire moglich, dass
hier Terme hoherer Ordnung dominieren.
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Abbildung 4.5. Anderung der Temperaturentwicklung durch Beriick-
sichtigung der Korrelationen. Aufgetragen sind das Verhaltnisse der
Temperaturen mit Beriicksichtigung der Korrelation (Gl. (4.8)) zu
dem unter der Annahme von verschwindenden Korrelationen be-
rechneten (GL. (2.17)). Zum Vergleich ist auch noch einmal der Verlauf
des mittleren Winkels aus Abb. 4.4 eingezeichnet. Die Parameterwer-
te betragen € = 0.8, B = —0.8 und v = 0.0146 mit den Startwerten
Tir(0) = 1 und Ty (0) = 2.5 x 1074,

Betrachtet man die Korrekturen der Temperaturentwicklung (Gl. (4.8)), wie sie
in Abb. 4.5 dargestellt sind, so fallen mehrere Dinge auf. Zum einen fillt nun er-
wartungsgemaf die Dissipation von T, stiarker aus. Zum anderen wachsen die
Abweichungen aber auch nicht beliebig an, sondern gehen ihrerseits gegen einen
konstanten Wert. Ebenfalls interessant erscheint mir, dass die Translationstempe-
ratur T von der ersten korrelierten Phase offenbar unbeeinflusst bleibt.

Abb. 4.6 zeigt nun den stationdren Wert von (cos®6)_ in Abhéngigkeit von
den Restitutionskoeffizienten. Auch hierfiir ldsst sich — wie in Abschnitt A.8.1
gezeigt — ein analytischer Ausdruck finden:

2 1 6 A0 L BOR* 4 cOR*!
<COS 9> —-_2 R

(4.10)

wobei R* den stationdren Wert des Temperaturverhéltnisses nach Gl. (2.21) be-
zeichnet. Tatsachlich ist also <cos.2 9>oo < 1/3 fiir fast alle Parameterwerte. Inter-
essant ist auch, dass (cos?6)__ fiir  — —1 einen Sprung macht. Fiir § = —1 kann
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natiirlich keine Korrelation vorliegen und es gilt (cos?6)_ = 1/3. In der Tat gilt

aber L 3o
. . 2 -

phim, fim (c0s”0), = 3~ 57 —¢)

Es kommt hier also auf die Reihenfolge der Grenzwerte an. Der Vergleich mit den

Simulationsdaten aus [BPTZ06] zeigt vor allem im Limes elastischer und glatter

Kugeln eine hervorragende Ubereinstimmung, und im ganzen Wertebereich von

B gibt die Theorie das Verhalten zumindest qualitativ richtig wieder.

(4.11)
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Abbildung 4.6. Der stationire Wert des mittleren Winkels (cos? ) _ fiir
verschiedene normale Restitutionskoeffizienten ¢ als Funktion von
B. Man beachte, dass fiir fast alle Parameterwerte der stationdre Wert
kleiner als 1/3 ist. Aufféllig ist auch der Sprung bei § = —1 (siehe
Text). Die Symbole sind DSMC-Daten von Poschel [BPTZ06]

Abb. 4.7 gibt schlieflich einen Uberblick iiber die Parameterabhingigkeit des
mittleren Winkels. Nur innerhalb der schwarzen Konturlinien nimmt (cos? ) _
Werte grofler als 1/3 an. Fiir den Bereich B — —1 bestdtigen sich auch die ein-
gangs angestellten Uberlegungen, dass zwischen (cos?6)_ ~ 1/3und R* ~ 1 ein
Zusammenhang besteht. Fiir  — 41 ist die Situation weniger klar. Hier schei-
nen auch noch andere Effekte eine Rolle zu spielen.

4.5. Zusammenfassung

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde gezeigt, wie sich mittels eines relativ ein-
fachen Ansatzes ein weiterer Korrelationseffekt in granularen Gasen berticksich-
tigen lasst. Im Rahmen der angesetzten Naherung wurden exakte analytische
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4. Korrelation von Rotation und Translation in granularen Gasen

Ausdriicke abgeleitet. Die Giiltigkeit der Theorie konnte durch Simulationen un-
tersttitzt werden.

In der zeitlichen Entwicklung der Korrelationen konnten drei Zeitskalen iden-
tifiziert werden:

1. zunichst ein Anwachsen der Korrelation auf Werte <cos2 9>t < 1/3wiahrend
sich die Rotationstemperatur aufbaut,

2. in einer Ubergangsphase ein Zerfall der Korrelationen bis zu einem fast
unkorrelierten Zustand,

3. fiir lange Zeiten i. A. wieder ein Anwachsen der Korrelationen auf einen
stationdren Wert (cos? ) _ # 1/3.

Zu jeder Zeit ist das System dabei nur schwach korreliert.

Die Parameterabhédngigkeit des stationdren Wertes <cos2 0)., konnte ansatz-
weise durch eine Betrachtung des vorherrschenden Energieform fiir t — oo er-
klart werden. Es bleiben aber noch offene Fragen:

i. Wie ist das Verhalten fiir 8 — 41 zu verstehen?
ii. Wie kann man den Sprung bei p — —1 physikalisch verstehen?
iii. Was zeichnet die Systeme mit verschwindender Korrelation aus?

iv. Warum wird fiir manche Systeme eine parallele Stellung von v und w be-
vorzugt?

4.6. Ausblick

Vordringlichste Aufgabe ist sicher, den Prozess, der zu den Korrelationen in den
verschiedenen Phasen der Zeitentwicklung fiihrt, besser zu verstehen. Hierzu
konnten sicher auch systematische Simulationsstudien beitragen. Eventuell lohnt
es auch, nach aussagekriftigeren oder komplementidren Observablen zu suchen.

Jeder Erweiterung des Modells miisste eine Studie vorangehen, die auslotet, in
welchem Ausmafs sich die Rechnungen mit Hilfe von Computer-Algebra-System-
en durchfithren lassen. Die klassische Behandlung mit Papier & Bleistift diirf-
te hier an ihre Grenzen geraten sein. Ist die Automatisierung gelungen, konnte
man sicherlich auch Coulombsche Reibung [HHZ00] bzw. viskoelastische Teil-
chen [BSHP96] berticksichtigen.
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1
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Abbildung 4.7. Der mittlere Winkel (cos? ) __ als Funktion von € & B.

Die schwarzen Konturlinien liegen bei <cos2 9)00 = 1/3, die helle mar-
kiert R* = 1.
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A. Anhang

A.1. Die StoBgesetze

A.1.1. Fir gleiche Massen

Die Definition der Restitutionskoeffizienten (2.1) bildet zusammen mit der Im-
pulserhaltung v} + v = ©v; 4+ v, und der Drehimpulserhaltung (2.2) ein Glei-
chungssystem zur Bestimmung der gestrichenen Grofen v}, v}, w}, wj. Mit § :=
v, — vy gilt
vi=0v1—05, vh=v+6 (A1)
und 26 = vy — v},.
Fiir die Normalkomponente erhilt man so
2-6=n-g—n-g =(1+¢€)(f -vp) (A.2)

Ql]z_ﬂ]z =—NAxXd (A3)
.

und damit gilt fiir die Tangentialkomponente

2ax S =naxg—nxg +anx (it x Q) —an x (A x Q)

= (L4 Bl xg) ~ i (a4

bzw. i X § = i X g. Aus it X (7t X §) = (#1- §)A — & erhdlt man dann schliesslich
d in der Form von GI. (2.4).

A.1.2. Fir verschiedene Massen

gilt es zundchst die Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem auszudriicken.
Mit dem Gesamtimpuls des Systems P := mjv; 4 myv; lauten die Geschwindig-
keiten im Schwerpunktsystem wie folgt

- p my
01 =01 — = 012

my+my  my 41y (A5)
. P my '
U2 1= 0y — = — 012

my + my my + my
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Fiir den Impulsiibertrag gilt also

2Ap =m0y — ma®y — (M9 — maa) = 2u(vy, — v12) (A.6)

mmfzz . Da nur normale Restitution vorliegen soll,
1T

muss Ap = (i - Ap)# gelten und damit

mit der reduzierten Masse p :=

Ap = —pu(1+e)(f-vi2) (A7)

Fiir die Geschwindigkeitsinderungen erhilt man also die Form von Gl. (3.6).

A.2. Der gemischte Termind =2

Ausgehend von der Definition kann man die Rechnung zunéchst auf nur ein Paar
von Teilchen einschranken. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien dies die
ersten beiden. Weiter soll das erste Teilchen auch der ersten Spezies angehoren
und das zweite der zweiten. Von diesen Stof3en gibt es dann, wie man sich leicht
iiberzeugt, 2N; N, Stiick und es gilt

) 1 )
e, = (3 Tl e )
t

k£l
=2 L el 5 3
#1 k=1
1 N N.
- fldTZ /dl’vu 120(—012 - #12)0(r12 — (a1 + a2)) AE1
(A.8)
wobei
2 ’ A
ZAEp =07 0= "u - Ap+ p
2 R . 2 A .
- _l(l + €12) (71 - v12) (71 - 01) + &2(1 + 612)2(11 . 012)2
mq ml

Um die Paarkorrelationsfunktion in diesem Ausdruck wiederfinden zu konnen,
schieben wir nun zwei Darstellungen der 1 ein ( [ d?’R1d*Ry6(Ry — 11)5(Ro — 172))

<i£‘1+2E1>t fdr /HdZT’]dZZ)]dZRleRzll;[@ ﬂl + az))
]

(S(Rl — 71)5(R2 — 1’2)7)12 . 7126(—012 . 1‘12)(5(1’12 — (Ell + (12))

myo? _ myoj

exp [_ 2T, 2T,

] AE; (A.10)
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A.2. Der gemischte Term ind = 2

Setzt man nun die Definition der Paarkorrelationsfunktion aus Gl. (2.14) ein, so
besteht der Normierungsfaktor im Nenner nur noch aus Gaufiintegralen. Die In-
tegrationen iiber die Geschwindigkeiten der Teilchen 3,..., N lassen sich eben-
falls sofort ausfiihren und man erhalt

‘ N, m m
<1L?—2E1>t = —V—i <27‘['}1> (271_;,2> /d2R1d2R2d201d202(5(R12 - (ﬂl —|—Elz))

mlv% mw%

2T 2T,

g(Rlz)Ulz . Ru@(—’v]z . Rlz) exp [— ] AE12 (A11)

Die Substitution n := Ry, erlaubt die Integration tiber d?Ry:

. m m ~
(iLHE1), = my (27_[,}1> <2n;,2> /dznd201d202®(—012 7)6(n — (a1 + a2))

mlv% mw%

g(n)ovip - fiexp [— °T,  oh :|AE12 (A.12)

Schreibt man nun # in Polarkoordinaten d%n = ndnd¢ (sodass i - v1p = V12 COS @),
so reduziert sich die Integration tiber den Radialteil zu einer Anwendung der -
Funktion, wihrend die ®-Funktion den Winkel ¢ auf das Intervall [71/2,37/2]
einschréankt. Es folgt

. mq mo
<ILEE1>t = 1’[2((11 + az)g(al + az) (27[,1_,1) (27(,1_,2)

kLS 2 2
/gz d¢/d201d2vzvu cos ¢ exp [_”;1;11 — ”;2;;2] AE;, (A.13)

Mit den Abkiirzungen
@._# M 2
N&- znz(al +ay)g(a1 + ap) (27TT1> <Z7TT2) (A.14)
und
7 _ mio?  mov3
(- )9 ::[ZT d(j)/d v1d°V2017 COS P exp [— T, 2% } (A.15)

bleibt also Folgendes zu bestimmen

(iLHE), = —2(1+ e)N® (01 - 1) (v1 - ), + mﬁl(l +en)’ N (012 - #)?),
(A.16)
Fiir den ersten Term gilt

3 2 2
((vig-2) (01 - 1)), = / ’ dcp/dZdevzv%z cos® (v - ) exp {— moy mﬂz]
% 2T1 2T2

(A.17)
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A. Anhang

Substituiert man nun v; — v := v, und schreibt v; in Polarkoordinaten d%v; =
vldvydy (sodass vy - v = V10 cos ), so erhdlt man

((vu~ﬁ)(vl-ﬁ)>2:/d2 ﬂr dcp/ dvl/ d'vavl cos qbcos('y ¢)

o _1m2T1+m1Tzvz o _mzv2 exp | 12917
PI\= 71, 9P| |OP

cos 'y] (A.18)

Mit cos(y — ¢) = cos y cos ¢ + sin 7y sin ¢ zeigt sich, dass nur der erste Term einen
endlichen Beitrag zur d¢-Integration liefert

((v12 - 71) (01 :——/al2 / dvl/ dyv?v? cosy

1moTy +m Ty , mov? Mov10
ex — eXp — eXp
2T,

2 nn
Die d-y-Integration definiert nun die Bessel-Funktion 27t]; (8.431.5 in [JZ00]).

cos 'y] (A.19)

87 ®©
((vi2- 1) (01 - 1)), = —?/dzv/o dv10*03 Iy (mpvvy / Ty)

ox _lszl +mqT, 22| ex _mzvz
P72 1m, 1P| 72,

] (A.20)

Damit ist die dv;-Integration von der Form 6.631.4 in [JZ00], liefert also

. . 87‘[ Mo (T1 Tz / ) |: mZUZ:|

v i) (v -1)), = d%vv ex
<( 12 )( 1 )>2 3 T2 (m2T1+m1T2 p 2T2
m3 Ty v°

_ A.21
xp |: 2 T2 1’712T1 -+ m1T2:| ( )

Schreibt man nun auch v in Polarkoordinaten und fasst die Exponentialfunktio-
nen zusammen, so erhilt man

l6m?my (D)
3 TZ (szl + m1T2)2

((v12 - 12) (01 - 1)), = —

0o 2
niqmiyp 0

dov* — A22

/O voexp I: 2 myITi +miTy ( )

Es bleibt also lediglich eine Gaufiintegration mit dem Ergebnis

. . 227'[ 1
<(1)12 . n)(v1 . 11)>2 = — T1T2T1 (szl + m1T2)2 (A.23)

m1 mz
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A.2. Der gemischte Term ind = 2

Zur Berechnung des zweiten Terms kann man wie folgt vorgehen. Zunéchst
gilt
2 leU%

) 377f mio
(o 7)), = /’g d¢/dzvld202(vlz cos ¢)° exp [— 2T11 - ] (A.24)

Geht man nun zu den Relativkoordinaten v := v—\/% und V = MT”Z tiber, so erhilt
man

3
((v12-7)%), ZZ\@[IZ d(/)cos3</)/dzvd2Vv3
2

1 mq 2 2 1 mq my
— | =+ = VI)—z|l==—5)v-V| (A2
ol (ReR) @ s (5 og) ] e
Die d¢-Integration ist nun leicht auszufiihren, und mit d*V = VdVdy (sodass
v -V =0V cosv) gilt

0o 21
((v12-71)%), = —8\3@/6120/0 dV/O dyVo®

1miT, — myT; 1myTy +m T, 2 2
_z oV — e 1% A.26
e [ 5 T vV cos ’y] exp [ 1 T (@ + V)| ( )

Die dy-Integration definiert nun erneut eine Bessel-Funktion 271y (8.431.3 in [JZ00]):

((or2-#)%), 2—16\[”/d2 /dvvh(lmszﬂT;nZTlvV)

1myTh +miTy , 1myTy +miTy 5
——— =V —_—— == A27
ex [ 4 T pl—3— 15 | AP
Damit ist die dV-Integration wieder von der Form 6.631.4 in [JZ00] und man
erhilt

324/2 T, T

A2 112 2.3
. - _ T d
<(012 n) >2 3 m2T1 —|—m1T2/ e

1(m Ty —moTy)* 02 1myTy +mTy
oM A2
xp [4 mTtmT TSP 2 1, ¢ | A2

Schreibt man schlieflich auch v in Polarkoordinaten d>v = vdvdy, so ist die Win-
kelintegration trivial

64+/2 T, T> mymov?
AN2 T2 4 P
<(v12 ) >2 3 m211+m112/ oo ex [ myTh + miTa ( :

und ein letztes Gaufiintegral liefert

Zusammenfassen und Identifikation der Konstanten liefert dann den Ausdruck
(3.11).

5
2
) T T (myTy 4+ my Tz)% (A.30)
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A.3. Der gemischte Termind =3

Die Rechnungen fiir den Fall d = 3 sind im Prinzip zu denen im Fall 4 = 2
analog. Insbesondere gilt

; 1 1 N mq
(iLHEr), = <21;1712+E1> = 2L / dTp(#)iT, 7+ — N, kzl 5 —v?  (A31)
t f—

sowie
3

. m 2
<le+2E1>t =1y (27_[,}1> (27_[T2> /d3nd3vld3vz®( v -1)d(n — (a1 +az))

R mlvl mz’(Jz
. — — AE A32
g(n)vin nexp[ T, 2T, ] 12 (A32)

Schreibt man nun n in Kugelkoordinaten d°*n = n?sin ¢pdndyd¢ (mit vy -7 =
V12 COs ¢), so entpuppt sich die dn-Integration als Anwendung der J-Funktion.
Die ®-Funktion schriankt die d¢-Integration auf das Intervall [77/2, 7T] ein:

3 3
m 2 m 2 T
(iLEr), = 2m(m +az)?g(ay +az)ny <2ﬂ;1> (27_[;2) ﬁ d¢/d301d3vz
2
2 2
V12 COS ¢ sin ¢ exp [_”;11311 - TZZTZZ] AE;p (A.33)
Mit : :
@ ._ K 2 my my
N 5 (a1 +a2)°g(ar + az)ny <271T1) <27TT2 (A.34)
und

mlv% mzv%]

T 27
. 30,43 i — —
(...)5:= é dqb/o d’y/d v1d°V2012 COS P sin ¢ exp [ T T (A.35)

gilt nun also

(iLHEL), = —2(1+ en)N®) (01 - ) (01 - 7))5 + mﬁl(l +e12) N (012 - 2)%),
(A.36)
Zum ersten Term:

7T 27
((vi2- 1) (01 - 1))5 = /z d(p/o d'y/dsvld%zv%z c032¢sin4>(v1 -7)
2

2 2
Mo A37
eXp{ 2T 2T2] (A-37)
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A.3. Der gemischte Term ind = 3
Mit der Substitution d°v, — —d3v = —d%v;, erhilt man
7T 27
((vi2-f) (01 - 1)) = — [T dcp/ d'y/d301d3vvz cos® ¢ sin ¢ (vy - 1)

1myTy +mTs 2 mzvz Movq -V
exp [ 5 Tl exp TR exp T (A.38)

Schreibt man nun auch v in Kugelkoordinaten d®v; = v sin dv;dady. Von den
drei Summanden des Skalarprodukts v; - 71 liefert nur der dritte einen endlichen
Beitrag. Die da- und dvy-Integrationen sind dann trivial

(012 - 7) (01 - 11))5 = —47? / dgb/ dlp/ dv1/d3vv o3

1m,T T
cos® ¢ sin ¢ cos P sin P exp [_27”21];}:”12 ﬂ

2
X% X% KY
exp | — ex Ccos A.39
p[zn} p[n w]( :

Die d¢-Integration liefert nun einen Faktor —1/4. Schreibt man schliefSlich auch
v in Kugelkoordinaten d3v = v2dvdd, so kann man unmittelbar iiber den Raum-
winkel d? integrieren.

((v12 - 7)) (01 - 1)), = 47T / d1p/ dvl/ dvv*v? cos P sin P

o _lszl—"mlTZUZ o _mzvz
2 0L TP |7

exp [szT;lU cos 1,11] (A.40)

Nach einer partiellen Integration definiert, die dy-Integration wieder eine Bessel-
Funktion —y /221, (x) (8.431.3 in [JZ00])

. N 7 TZ [e) o0 7 5
((v12- 1) (01 -1))5 = _4\[2712\/;2/0 dvl/o dvv2v]

1m2T1+m1T202 ox _m27)2
2T T %P | Ton

1% (mgvlv/Tz) exp [— :| (A.41)

Anwendung der nun hinldnglich bekannten Formel liefert

(T1) (TZ)
(maTy +m1Tz)%

/ dot® ex oo
P 2mn+mn

(012 1) (01 - 7))y = —4v/272m,

2
] (A.42)
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und nach dem letzten GaufSintegral

) ) 32V275 s 3
(o2 #) (01 - #))3 = == 5 5= (T1)3 (Ta)* (maTy + i Ta)
1772

NI—=

(A.43)

Fiir den zweiten Term gilt

o [T 3. B o 3 moi Myl
((v12 - 1) >3_/§ /0 d'ydqb/d v1d°v; sin ¢p(v12 cos P)” exp | — T o,

(A.44)

Die Winkelintegrationen sind nun leicht auszufiihren, und nach der Substitution
(v1,v2) — (v, V) erhdlt man

((v12-1)%), = —\ﬁrt/d3v/d3vv3 exp [_E(UJF v M2 V)z}

Schreibt man nun V in Kugelkoordinaten d*V = V2 sin ydVdady (sodassv - V =
vV cos ) und ebenso d*v = v?dvd?d, so sind die dé- und die da-Integration trivial

[ee] (o] 7T
((v12-7)%), = —8\@713/ dvv5/ dV/ dpV?siny
0 0 0
1miT, —myTy 1moTy +mTy_,
- - @ = - V _*—V
exp { > Ty vV cos 1/1} exp [ 1 T ]

1myTy + mTo 2
D e A.46
ex [ 1 oI, v ( )

Die dy-Integration definiert nun die Bessel-Funktion /22 ] 1 (x) = 2¢inhx (84313
in [JZ00])

T,T ® >

2 3 211 4

, = 3227 —/ dov / avv
<(vlz i) >3 m1T, —myT7 Jo 0

) 1mT, —myTh 1myTy +mTh o,
h(=M2— My, oMMy,
sin ( 5 LT, oV )exp |~ oT,

177’12T1 +7711T2 2
— 47
exp [ 1 oI, v ] (A.47)

Die dV-Integration liefert nun nach 6.631.4 in [JZ00]

T,Ty)? 00
(o 2%, = —32v/amh (T2 | dooexp [—mlmzvz}
(maTy +myT)2 Jo myTy +mTo

(A.48)
und ein letztes Gauf3-Integral ergibt
A 32V2 73 ;
(o1 - 7)), = 5 72 (T Ty): (me Ty + miTp)? (A.49)
111
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A.4. Das Temperaturverhéltnis vy

A.4. Das Temperaturverhaltnis

In diesem Abschnitt gelte = dT . Ausgehend von

. T T
S A50
¥ T 7T2 (A.50)
erhilt man mit
T 4 Gp % 2v2 1 2V2 A .,
I LYy — A Ve At(1—
T dCn A Ea d 1At T A 12(1=7)
(A.51)
und
T 4 Gp 1 2V2 A 2v2 A
Ly | - A A
L~ a%e, P ara d iran et At -l
(A.52)
sowie
2 d—1
Gu _ (20) X1 (A.53)

Go (14+0)1xn

Go» 271 X22 \/’
= A.54
G (I+0)1xn ( )

das Temperaturverhéltnis in der Form von Gl. (3.16).

A.5. Berechnung von A

Ausgehend von

3
: 2 m 3 3 3 3
<1L+A>t = —8mna g(Za) < Ttr> < Tmt) /d Uld Uzd a]ld wr

(- v12) {1+ b(t)(viwi Py(cos 6y) + v3w3P(cos 62)) }
_m<771 +23) _ [(w} + w3)
P [ 2T, 2Tt

5A  (A55)

mit 6A = (b], — 1)A ist der erste Schritt das Umschreiben in Relativkoordinaten.
Fiir die Legendre-Polynome bedeutet dies

%vlwlpz(cos 61) + évzwzpz(cos 0)=(V- QP2+ (v -w?+(V-w)?+ (v-0Q)?

+2(V-Q)(v-w) +2(V-w)(v-Q)
4
3

— (P40 1 w?) - S(V-0) (- w) (AS6)
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A. Anhang

Auflerdem erweist es sich als praktisch, diese neuen Mittelwerte zu definieren:

m(v? + V?) B I(w? + 02)]

(...0)p:= /d30d3Vd3wd3Q®(—v 1) (- v) exp [—

2Tt7’ 2Tr0t
(A57)
2 2 2 2
(.= /d3vd3Vd3wd?’Qﬁ 00O (-1 - v) exp {_m(v +V)_ e+ 0 q
2T 2Tot

{(V-Q)2+(V-w)2+(v-0)2+(v w)? — 1(V2+v )(02+w2)} (A.58)

3

()= /d3vd3Vd3wd3Q(ﬁ )@ (—#1 - v)
{(V-Q)(v-w)+(V-w)(v-Q)—;(V-v)(ﬂ-w)}

m(of +v3) I(w]+ wj)

exp [— 2T, — 2T ] (A.59)

Mit der Aufspaltung 4 (A), = £ (A>(O) +b(t)d (A >( ) gilt also

w

d
7 <A>§0 = —8V27tna’g(2a) <27TTtr <27_[Tr0t) (0A), (A.60)

und

;t<A>§”:—6\f2nna2g(2a)< m >3< ! )3((5A>1+2<5A)1,) (A.61)

znTty znTrot

A.5.1. Der Anteil A

Um 641 := (b, — 1)((v1 - w1)? + (v2 - w2)?) ausschreiben zu kénnen, bendtigen
wir folgende Identitdten:

(0] - wh)? = (v1 - w1)? + (5 - wy)? +6]212(v1 (7 x 8))?

201 - wi) (5 wn) + ;Z(vl cw) (i % 8) o
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A.5. Berechnung von A

Das Umschreiben in Relativkoordinaten ermdglichen nun diese Identititen

(0 -w)?+ (8- w)* = (5-w)*+(5-Q) (A.63a)

(02 w2) (8- wr) — (01 w1)(8-wy) = —\f(d-ﬂ)(v-Q—I—V-w)

_ \zﬁ(é-w)(v cw+V-Q) (A.63b)

(Ax8) - )+ ((Axd) -1m)>=((Axd) v)*+((Axd) -V)?>  (A63c)

(01-w1)(A X6 -v1+ (V2 wp) (A X ) vy

:f(v.n+v.w)(ﬁ><5)-v+f(v-w+V-0)(ﬁ><5>-V (A.63d)

(0 -wy)(Axé) v— (6 -wy)(Axd) - v1=—(-Q)Ax) - v—(§-w)(Ax) -V
(A.63e)

Nun ist noch der Ausdruck fiir § einzusetzen. Ermoglicht wird dies durch die
Identitdten

§-w = V(v @) + V201 — 1) (A - 0) (- @) + V21:a(f x Q) - @ (A 6d)

§-Q = V(v Q) + V25 — 1) (- 0) (- Q)
(Ax8)-v=V2na((i-Q)(A-0v)—Q-v) (A.64b)
(Ax8)-V=vV2p((Axv)-V+ai Q)i V)—a(Q-V))

Mittelt man nun tiber den HCS, so erhilt man die

Terme nullter Ordnung

Beachtet man, dass alle Terme mit ungeraden Potenzen von V, w oder Q) aus
Symmetriegriinden verschwinden, so ergeben sich folgende Beitrdage

((6-w)?+ (8- Q)% =47 ((v-w)*)+ 40 — 1) (- 0)* (- w0)?),
+2nia* (A x Q) - @)?) + 811 (1 = 171) (- 0) (7 w) (v w)),  (A.65a)

(- Q)0 Q+V-w)+ (5 w)(v-w+V-Q)),
=21t ((v- w)*)g + 207 — 1) (- 0) (7 w) (0 w))y (A.65b)

>[5
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((Ax8)-0)+ ((Ax8) V) =2n7a* (A0 (7 w 2>
+277t2”2<(ﬁ‘v)2(ﬁ w)? > +2’7t2”2< (v w) >o+ < w-V) 2>0
—dnia* (A -0)(f - w)(-0- w))y — dja’ (- )( w)(V-w)),

+2n7 (A xv)-V)?), (A.650)

>

(0-Q+V-w)(Aaxd) v+ (v-w+V-Q)AxJ) V),

=ma((f-V)(f-w)(V-w))y—ma((w-V)?),
+na ((A-0) (A w)(v-w)), —17ta<(v~w)2>0 (A.65d)

((0- V(Axd) v+ (6 w)(n a(
—2n7a (v - @)*) + 20 (1fa — 1) (A - 0)* (- w)?),

= 21(n = e)a (- 0) (- w) (v w))y  (A.65€)

Zusammengefasst also

2
(61)y =2 (2% 20 + Z* _I 2’7f> {(0- w)2>0+217qt <’Z; — 1) {(w- V),

g q
2
2 (200 =+ T = 2, ) ) (30200 @),
2 2
+z’q7; (- V)2 (#-@)?), + 272> (A x Q) - w)?), +zq’27;2 (A x ) - V)2),

2
(@m0 -+ J2 B ) (0) 3 @) o @)

-2 (2 n-V)(a- -w)(V-w
q (q 1)“ V)(i-w)(V-w)), (A66)

Einsetzen der Integrale aus Abschnitt A.5.3 und erneutes Zusammenfassen lie-
fert

gm?a? (i, A1) = AVGT T, + B GT2T2, + CVGT] (A.67)
mit
2 2n?
Al = Zt (’Z; - 1> - Zt 2 (g — 1) + 270 (70 — 1) (A.68a)
2
Bl .= 1L (A.68b)
q
2
. ﬂqt (A.68¢)
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A.5. Berechnung von A

Term erster Ordnung

Die Beitrdge zu (JA), sind exakt die gleichen wie in GI. (A.66)! mit der einzigen
Ausnahme, dass der Term (((# x v) - V)?) nun von vornherein als verschwin-
dend erkannt werden kann.

Zu (6A),, tragen folgende Terme bei

(8- Q)(V- @)y = Vg ((0- Q) (V- w)),y
V20— ) (- 0) (- Q) (V- @)y, (A6%)

(8- @) (V- )y = V2 {(0- @) (V- Q)
V20— ) (- 0) (- @) (V- )y, (A69D)

(V-w) (A x 8)-0)y = V2na{(-0) (- Q) (V- w))y,
— V2 {(v-Q)(V-w))y (A69)

(0-@)(Ax8)-V)y = Vopa((#-V)(h-Q)(v- w))y
— V2 ((v-w)(V-Q)), (A.69d)

((0-w)(Ax3)-V)y =2nia((a-V)(a-Q)(v-w))y —277a((v-w)(V-Q))y
+20:(1n = ne)a (A - 0) (A - V) (- w) (- Q))y

Lnatiirlich sind die Mittelungen entsprechend zu ersetzen
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A. Anhang

und damit W W
22 ; m_ 4163,  B'G 3
qm-a” (il Ay)p = WthrTmt + WTtZrTrot (A.71)
mit
37 1357 22 121,
A = :§+ q’“ - q”’* + Zm + 12001 + 617 + 173) — 22(17¢ + 170)
(A.72a)
2
Bg) — (A.72b)
q
A.5.2. Der Anteil Ay
Ausgehend von
of = (V40P VAV +0)- 6+ 5
: (A.73a)
v’ ZE(V—v)2+\f2(V—v)-(5+52
1 2
W)’ = E(Q+w)2+ \g(ﬁ X 8) - (Q+w)+ Taz(ﬁ x )2
) \‘76 (A.73b)
2 2 ~ ~ 2
wy —E(Q w) +q7(”><5) (Q—w)+ 55 (A x5)
erhilt man
\/i 20~ \/E 2( 1 20~ 2 1 2( 2
5A0:q—av (nx&).()—i—q—aV (n><§).0+2—azv (1 x 9) +WV (1 X 9)
V20 )@+ ) — -8y x8) - 20 8)( x 5)
qa 720
2v/2 2
2 2 2 2( 2( 2
+ 6 (w” + O )+q75 (n><5)-0+qz?5 (7 X §)

+2(v-V)(w-Q)+2t;f(v-V)(ﬁ><5)-w

VAV 8)(w-0)— L(V-5) (%) w (AT4)

qa
und mit den Ersetzungen
(A x 8)- Q= V21 ((Axv) - Q—a(hxQ)?) (A.75a)
(1 x 8)* =277 (7 x v)? +a* (7 x Q)% —2a(7 x v) - Q) (A.75Db)
8% = 2m70* +2(y; — 7)) (A 0)? + 2n7a* (A x Q) — dngfa(i x v) - O
(A.75¢)
v-8 = V2507 + V2051, — 1) (A - 0)* — V2na( x v) - Q (A.75d)
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A.5. Berechnung von A

zundchst wieder die

Terme nullter Ordnung

Folgende Terme liefern einen Beitrag:

(v*(7 x &) - Q) ) = —v2ma (0% (1 x Q)?), (A.76a)
(v*(7 x 8)%), = 217 (v* (A x 0)*), + 2n7a* (0* (7 x Q)?), (A.76b)
((v-8)w?), = V2 (VPw?) ) + V2(11a — 1) (11 - 0)?w?), (A.76¢)

((v-68) (7 x 8) - Q)y = —2n7a (v* (71 x 0)2>0 —2npa(1gn — 1¢) { (11 - 0)? (A X Q)2>0
—2n7a (((Ax v)-Q)%), (A76d)

<(v-5)(ﬁx5)2>0:2\f217? (v* (7 x v)? )0 +2V213a* (v (7 x Q )%)
+2V2077 (50 — 1) (- )2 (A X ©)%) o+ 2V 270> (70 — 111) { (72 ©)*(
+4fﬂ?a2< (A xv)-Q)%), (A76e)

0
i xQ >0

<52w2>0 =257 (vV’w > +2(np — ) {(n- )2w2>0 +2n7a* { (7 x Q)? 2>
(A.76)

<(5202>0 =257 (v*w > +2(7 — i) (A - )2w2>0 + 2n7a* (1 X )202>
(A. 768)

(6%( x 6) - ), = —2\@an< (i x Q) >0 —2V2na (2 —4?) {(-0)*(f % Q)2>O

. NoY s <(n x ) >0 —4v2pda (A x 0) - Q)%), (A76h)

(82(7 x 8)%), = 4nf (v* (A x v)*), + 407 (np —nf) (A v
+ dnjfa® (7 x Q) (7 x 0)?) + 4yia® (v*(

+4n (7 — n)a® (- v) (7 x Q)) ) + 4ryiat

+ 1657ta* (A
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Zusammengefasst also

(680 = Zq’” (’Z]f _ 1) (27— 1) (0%(n x Q)% + 2;7* (’;’f _ 1> (V2(n x Q)

2 .
2 o100 >+q’z;<vz<nxv>z>o
+ 4 ( 17t—1 (v*w?), + 4(n; — 7+ ) (- v)*w?),
+ Z (Zt 1> (117 = 11 — 17 +11¢) (- 0)% (7 x Q)),
8n? (2
+ Zf (Zf - 1) @2 —1) (7 x v) - Q)?),
812 ) ) A
+ b U = =+ ) (020 x 0)2) g+ 20267 (5 x Q)P
3
+2n2a% (7 x Q)20%), + Zt a2 (Zt . 1> <(ﬁ X Q)4> +8q’7f (7 x Q)7 x 0)2),
(A.77)

Nach einsetzen der Integrale somit

gm2a® (il Ag), = AVGT Ty + BUGTET2, + CVGT; (A78)

mit

A0 10 <2’7*—1> _ (4'”—3) i (m_1>
q q q q 9 \4

8
+ =0 (’” - 1) M (in = 1) + 60: (e = 1) + 617 (110 = 1) (A79)

q q

B0 . 81 <2’7f (’” _1> +1> (A.79b)
q q q

9 = 1/{;(16%(%_1)"_87711(’7 —1)+9) (A.79¢)

Term erster Ordnung

Im Prinzip handelt es sich bei (6Ag); wieder um denselben Ausdruck wie fiir
(0Ag),. Hilfreich ist allerdings zu bemerken, dass eine ganze Reihe von Termen
aus Symmetriegriinden Null ergeben muss.

Zu (6/)y tragen lediglich die Terme

(v-V)(Ax8) w)y=V2pa(n-w)(i-Q)(v-V))y (A.80a)
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A.5. Berechnung von A

((V-0) (A x8) w)y = —2nfa(((A x v) w)
+277a ((# - w) (7 - Q) 1
+ 20t (1n — me)a{(-0)(A- V) (- w)(f-Q));, (A.80b)

bei, sodass gilt

(670} = —‘?(zm —1) (- @) (- Q) (o V),

2
+ Sqm (Ax0) w)((AxQ)-V))y

8 . . R R
=== m) (- 0) (- V) (- @) (- Q) (ABD)
Einsetzen der Integrale und Zusammenfassen ergibt schliefslich

o _ AlG i B(l)G

wobei
A0 A8yt 247 9nf 24 27 i By 124 <’7f _ 1) n?+ 121710 _ 200wy
@ 202 g g 29 g \q )7 ¢
(A.83a)
2
B(()l) s (16’7t <’7t _ 1> +5> (A.83b)
g\ 7 \q

Fasst man nun noch die Konstanten zusammen zu

A«»:lénf<2m_1>_2v%(8m_3)+1m<m_1)
3q\9¢ 39 \q 3q\¢q

+ 273; <17t - 1) 7711(7711 - 1) (A.84a)

q
BO) .— ;’75; (16(;“ <’Z; - 1> +5> (A.84b)
cO = 3;7; (87¢(me — 1) + 411 (110 — 1) +3) (A.84c)

AL .— 8’7t (277t _ 1) 1’742 (77 37) ?ﬂ <9i7t _ 29)
9 \ 4 39\ ¢q 6q\q
4—'7”7” (’7 > 4 21 (3’” 14> — 1277471

+22(n + 1) — 6(7? +12)  (A.84d)

2
B .= _?7; (8;“ (’Z; - 1) + 1) (A.84e)

so erhélt man die Form von Gl. (4.7).
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A.5.3. Einige Mittelwerte

Die folgenden Mittelwerte wurden zundchst zum Teil per Hand bestimmt. Nach-
dem ich allerdings ab einem bestimmten Punkt auf die Verwendung von MAPLE
umgestiegen bin, mochte ich dem Leser die wenig interessanten, aber um so lang-
wierigeren Rechnungen ersparen.

Um die Rechnungen mit MAPLE 10 durchzufiihren kann, man wie folgt vor-
gehen

> with (LinearAlgebra) :

>

> vv := Vector (3, symbol=v);

> vV := Vector (3, symbol=V);

> vw := Vector (3, symbol=w);

> vW := Vector (3, symbol=W);

>

> assume (vv([l], real, vv[2], real, vv[3], real);

> assume (vV[1l], real, vV[2], real, vV[3], real);

> assume(vw[l], real, vw[2], real, vw[3], real);

> assume (VW[1l], real, vW[2], real, vW[3], real);

> assume (Nv > 0, Nw> 0);

>

> v2 := DotProduct (vv, vv);

> V2 := DotProduct (vV, VvV);

> w2 := DotProduct (vw, vw);

> W2 := DotProduct (vW, vW);

>

> vn := <0,0,1>;

> vvn := DotProduct (vn, vv);

> nxv := CrossProduct (vn, vv);

> nxW := CrossProduct (vn, vW) ;

> avr3 := K —> int (int (int (int (int (int (int (int (int (int (int (int (
vvnxHeaviside (—vvn) *K*xexp (- (v2 + V2)/Nv"*2 - (w2 + W2)/Nw"2),
vv[l] = —-infinity..infinity), vv[2] = —-infinity..infinity),
vv[3] = —infinity..infinity), vV[1l] = —-infinity..infinity),
vV[2] = —infinity..infinity), vV[3] = —-infinity..infinity),
vw[l] = —-infinity..infinity), vw[2] = —-infinity..infinity),
vw[3] = —infinity..infinity), vW[1l] = —-infinity..infinity),
vW[2] = —infinity..infinity), vW[3] = —-infinity..infinity);

>

> K1 := DotProduct (vV, vW)"2 + DotProduct (vV, vw)"2

+ DotProduct (vv, VvW)”"2 + DotProduct (vv, vw)"2
- 1/3%x(V2 4+ v2)x (W2 + w2);

> K2 := DotProduct (vV, vW)=xDotProduct (vv, vw)
+ DotProduct (vV, vw)*DotProduct (vv, vW)
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A.5. Berechnung von A

- 2/3xDotProduct (vV, vv)*DotProduct (vW, vw);

Damit wiirden beispielsweise diese Mittelwerte wie folgt berechnet:

{(v- w)2>0 :

> avr3 (DotProduct (vv, vw)"2);

((v-w)?), :
> avr3 (KlxDotProduct (vv, vw)"*2);

Folgende Mittelwerte wurden benétigt:
2 1 u 8
<(ZJ ‘w) >0 = _57{2 NgNw
2 3 u 8
(V-w)*), = —g"’ NoNe,

. . 1 u
{(-v)*(nn- w)2>0 =7 NING,

(V) ( - @)Yy = — g NN,

1
(A% Q) w)?), = —Zn%NZNi,O

(% 0) - V), = — g TN,

" N 1 n
(- V) (i @) (V- @)y = — 2 NON
((v-w)?), = — 2 NINLO

5 n
(V-w)?), = —§7TZN},1N}U°

. . 1 u
((-0)? (7 w)?), = i NN

. " 1 u
(- V) (7 w)?), = —g7 NIINIO

(1 Q) w)), = NN

(- 0) (7 @) (0 @)y = — 57NN

(A.85a)

(A.85b)
(A.85¢)
(A.85d)
(A.85¢)
(A.85f)
(A.85g)
(A.85h)
(A.85i)
(A.85))
(A.85k)
(A.851)
(A.85m)

(A.85n)
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(8- V) (- @) (V- @)y = — NN
(0 @)(V- Q) = — 2 m NI
(o) (- @)(V - )}y, = — > e NINY
(V) (- )0 @)y = — g NN
(o) (- V) (i) (- Q) = — 2SN
(8% ) - V)(( x Q) - @))y =0
(v* (A x Q)?) ) = —m2 NgNS)
(V2% Q)2), = — S E NN
(22 x 0)%)y = S ENING

(% w
202 3 TNING
<vw>0——§ 2 NNG,

o )2 0,2 3 u 8
<(1’l Z)) w >0 - _1 NgNw
((A-0)*(Ax Q)*)) = —%n%N?,Ni
(% 0)- )y = — 3 NN,
(708 x 0)2)y = 3 I NING

N 22 3 1,710
((ax Q) w), = —ETIZNUNW
. 202 5 1710
((Ax0)*0%) = — 270NN

1
((Ax Q) (A xv)*), = —EN%N?,NEJ
2/ 2 1 1. 41,0
(v (7 x Q) >1:1712NU N
2/ 2 1 1. 41400
<V (n X Q) >1 = gnsz Ny
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(A.850)
(A.85p)
(A.859)
(A.851)

(A.85s)
(A.85t)
(A.86a)

(A.86b)
(A.860)
(A.86d)
(A.86€)
(A.86f)
(A.86g)
(A.86h)
(A.86i)
(A.86j)
(A.86k)
(A.86])
(A.86m)
(A.86n)

(A.860)



A.6. Der Zusammenhang zwischen A und b(t)

(- 0) (0 x Q) = L d NN (A.86p)

(A x0)-Q)?), = in%NyN}f (A.86q)

(WP (A x Q)?), = %n%:NgNg (A.86r)

(O (7 x Q)?), = Z%Ln%NzNi? (A.865)

<(ﬁ x 0)4>l - %n%w?;w}} (A.86t)
((Axv)* (A xQ)*), =0 (A.86u)

(- w) (- Q)(v-V))y = —in%N}fN‘{? (A.86v)
(7 % 0) - @)((7 x Q) - V), = —%n%w},lwg? (A.86w)

A.6. Der Zusammenhang zwischen A und b(t)

Zunéchst gilt

2
(A), = 3 /I;Id%]-dg’wj(l + b(t)vjzw]zpz(cos 0))

o _mvj2 - Iw? lz 2 2p ]

p 2Ttr 2Tr0t] N ] oren 2(COS Z)/

/Hd3vjd3wj(1—|—b(t)v]2w]2P2(c089j))exp [— mvjz — Iw]Z] (A.87)
j 2Ttr 2Tr0t

Der b(t)-Term liefert im Nenner keinen Beitrag, und somit 14sst sich dieser Aus-
druck unmittelbar auf nur ein Teilchen reduzieren.

3 3
2 m \2 I \? mv?  Iw?
AY = 2 Bod3wntwt P2 _ _
(A), 3b(t) (27ETtr> <27TTrot> /d vd°wv*w” Py (cos 0) exp 2T, 2T
(A.88)
In Kugelkoordinaten d3v = v? sin 8dvd¢df (sodass v - w = vw cos 0) erhilt man

3 3
_ m \?2 I \2 [® & 3, 6 4
(A), = 3mh(t) (27(Tt,> <27FTmt> /0 dv/o dG/d W w

2 1 2 Jw?
sin 6 <c0s49 — §c0529 + 9> exp [— Z?tr — Z;:m] (A.89)
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Die Winkelintegrationen liefern einen Faktor % und mit d*w = w?dwdd® gilt

3 3
32 m\z/ I \2 [® o0 mv?  Iw?
A 7 lb(t / dv/ dwvbw® ex [— — }
(Bh =15 ()<2Ttr> <2Tmt> o "o Pl7an, ~ 2T,

(A.90)
Nach zwei abschlieffenden Gaufiintegrationen erhélt man die Beziehung (4.4).

A.7. Korrekturen erster Ordnung der Temperaturen

Ausgehend von

gd;ttr = —8V27tna’g(2a) /d3vd3Vd3wd3Qﬁ -vO(—11 - v)

{1+ b(t)(viwiPs(cos 61) + v3w3Ps(cos 62)) }

m(v?>+V?)  I(w?+ Q2 m
exp |:_ ( ZTtr ) - ( 2Tr0t ):| (bILZ - 1)5(0% +'U%)
/d3vd3Vd3wd3 {1+ b(t)(v3wiPs(cos 61) + v3w3Ps(cos b))}

m(v®?+V?)  I(w?+Q?)
ex [— 3T, — 3T (A91)
und der Aufspaltung 4T, = ( ) £ b(t )4 ( ) ist also der Term

th(l) \/’ 2 m > 3.,331743,,13
7 = —8V2mmna g(Za) <27‘L’Ttr> <27‘L’Tmt> /d vd°Vd’wd’ Q)

. . m(v? +V?)  I(w?+Q?)
- vO(—#-v)exp [— 2T, T

{(V‘Q)2+(V~w)2+(v-ﬂ)2 (v w)* - ;(Vz—kv)(ﬂz—sz)}
{m:(ne = 1) (A x 0)? + (4 = 1) (R~ 0)* + y7a® (A x Q) (A92)

)

zu berechnen (% a1
Beitrag ist

entnehme man z. B. [AHZ01]). Der einzige nicht-verschwindende

(AxQ)?), = En?N"NN (A.93)

Bth(rl) _ T 772 2 2
A = —16\/%ng(2a)q 5T Trot (A.94)

Identifikation der Konstanten bringt dies auf die Form von Gl. (4.8). Die Berech-

D. h.

nung von Tr(ot) verlduft vollig analog.
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A.8. Der mittlere Winkel 6
A.8. Der mittlere Winkel 0
Zunichst gilt

2 2
- _mv _ Tw
(1 + b(t)v°w"Py(cosB)) exp [ 2T, ZTVOJ /

cos 9 / BodPw

2 2
/ PBod3w(1+ b(t)o2w Py(cos ) exp [—’2’% - ZI‘T"J (A.95)
bzw.
w)? 3b(t cw) b(t
TONING, (cos® ), = <(Z;2:;2) >t—|— 2( ) <(22:;2) >t — (2) {(v-w)?), (A.96)

Schreibt man nun sowohl Winkel- als auch Translationsgeschwindigkeit in Ku-
gelkoordinaten und fiihrt die trivialen Integrationen sofort aus, erhdlt man.

(U'W)2> 2/00 /OO /7'( ) 24 - |: mo? Iw2:|

———) =8 d d dae t sin 6 - —

< 2w ) ) dv | dw | dBviw” cos® sin € exp 2T, 2T
(A.97)

Nach Ausfiihren des vierten Winkelintegrals bleiben noch zwei Gaufintegrale.

Das Ergebnis ist

(U'w)z 1 3 3 3

Man erhilt in analoger Weise zunédchst

(v-w) / / / s mo?  Iw?
———— ) =8 d d do 0 sin 6 —
< 2t ), T v w vtw? cos* B sin f exp T AT

(A.99)
und schliefilich
(v-w)? AN
< 22 ), =57 NON,, (A.100)
Auch das letzte Integral ldsst sich in derselben Weise behandeln
mo?  Iw?
= 812 / dv/ dw/ d6vtw* cos? 0 sin § ex [ — }
(- Pl a2, ™ 2Ty
(A.101)
sodass
((v-w)?), = §7T3NZ5,NE, (A.102)

4

Zusammenfassen der Terme liefert nun den Ausdruck in Gl. (4.6).
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A.8.1. Der mittlere Winkel fiir t — o

In diesem Abschnitt bezeichne = d%. Betrachtet man x(f) := <Cos2 9> . 1/3 und
ersetzt in Gl. (4.9) b(t) durch x(t) mittels der Beziehungen

5qm?*a’
t) = x(t A.103a
(1) = () (A1039)
hd adl - = — — Ty + ——Ts Al
5 gniaz ar () = ¥ () —x(t) (Tt, TR T t> (A-103b)
so erhilt man
dtx(t) =~ (A GTZ +BYGTZR+30 T, dt Ty 4+ 30 T di Trot

1 1 1
- %A(O)GT; - %B(O)GT;R - ;—SC(O)GT;R” (A.104)

mit dem Temperaturverhiltnis R aus Gl. (2.20), oder in Kollisionszeit

X(1) = _xg) (A<1> + BWR —20(A + C) +20B(R + R—l))
2 2 2
_ L A0 _ £ BO)R _ = cO)R-1
5z A = gBOR — ZCORT (A105)

Bis zu diesem Punkt ist das Ergebnis noch allgemein. Fiir den stationdren Wert
kann man nun R durch R* (Gl. (2.21)) ersetzen. Die Identitdten
40B+BM A-C
R* B
0 0
B 4 C©) L A=Cpo)
R* B

(20B + BMW)R* +20BR* ' = (20B+BWM)  (A.106a)

BOR* 4+ clOR*"! = (A.106b)

liefern dann

B .
753(T — 00) = ~5x(T — o0) | A —40C + (A ~ C) =5~ + (40B + BY)R*

(0)
—6A0 —6(A - C)BT —6(BO + cOHYR*! (A.107)

Unter der Annahme, dass x(7) gegen einen stationdren Wert x., konvergiert
(lim;—. x(T) = 0), kann man diesen nun also leicht bestimmen
1 6 AQ4(A-C)E 4 (BO 4 CO)R!

cos?f) = ——= (A.108)
< )e 3 5A0 —40C+ (A—C)E + (40B + BW)R* !

und unter Zuhilfenahme der Identit&t
A-C R?-1
2B 2R
folgt der Ausdruck in Gl. (4.10).

(A.109)
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