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1. Einleitung

Unter granularer Materie versteht man Systeme aus einer großen Anzahl makro-
skopischer Teilchen, wie z. B. Sand und Getreide, aber auch Tabletten [JNB96]
und Graphitkugeln in Kugelhaufen-Reaktoren [RGLB06]. Ein grundlegender
Aspekt ist hier, dass die Teilchen kinetische Energie dissipieren können. Dies
kann z. B. durch die Anregung von inneren Schwingungen, durch plastische Ver-
formung oder auch durch (teilweise) Zerstörung der Teilchen geschehen.

Allein die Dissipation führt schon dazu, dass sich granulare Systeme ganz we-
sentlich von klassischen Gasen unterscheiden. Betrachtet man isolierte Systeme,
so kommen diese durch die fortgesetzte Dissipation mit der Zeit zur Ruhe (gra-
nulares Kühlen [Haf83]). Will man dies verhindern, so muss man dem System
kontinuierlich Energie zuführen (z. B. durch Schütteln oder Scheren). Bei der
theoretischen Behandlung granularer Materie hat man es also zwangsläufig mit
Systemen fern des Gleichgewichts zu tun.

Aus Alltag und Technik sind eine Vielzahl von Phänomenen im Zusammen-
hang mit granularer Materie bekannt. Sand z. B. bietet in vielen Fällen einen
verlässlichen Untergrund. Im Falle von Sandburgen lassen sich mit ihm sogar
filigrane Strukturen realisieren. Unter veränderten Bedingungen kann derselbe
Sand aber in Form von Lawinen und Erdrutschen ins Fließen geraten. In Sanduh-
ren macht man sich explizit zu Nutze, dass sich Sand ganz wie eine Flüssigkeit
verhalten kann. In Staublawinen und Sandstürmen, aber auch den Ringen der
großen Planeten erinnert das Verhalten der granularen Teilchen sehr an das eines
Gases. Für industrielle Anwendungen wiederum beschäftigt man sich intensiv
mit der Neigung von Gemischen granularer Teilchen, sich zu entmischen. Eben-
falls von Interesse für die technische Verarbeitung von granularen Medien ist,
dass sich bei Strömungen granularer Teilchen durch Röhren und Trichter leicht
stabile Kraft-Brücken ausbilden die zu Verstopfungen führen.

Auch auf Seiten der Physik unterscheidet man zwischen der Beschreibung
statischer bzw. quasi-statischer granularer Systeme, granularer Flüsse (granular
flows) und granularer Gase [JNB96]. Bei genauerer Betrachtung zeigt sich noch
eine Fülle weiterer Phänomene. Exemplarisch seien hier nur der Paranuss-Effekt
[Kud04], entropische Kräfte [CBM+06] und die singenden Dünen [Her05b] ge-
nannt. Einen Einstieg in die Thematik können die Reviews [Raj00, Gol03, Her05a,
GNB05] bieten. Einen Überblick über die aktuelle Forschung gibt z. B. [GHM05].

In der vorliegenden Arbeit sollen zwei Aspekte der Kinetik granularer Gase
näher beleuchtet werden. Im Vordergrund stehen die Herleitung analytischer
Ausdrücke. Darüber hinaus soll die Gültigkeit der theoretischen Ergebnisse je-
doch durch den Vergleich mit Simulationen überprüft werden.
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1. Einleitung

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 2 soll eine allgemeine Einführung
in das hier verwendete Modell gegeben werden. Beginnen will ich mit den zu-
grundeliegenden Annahmen. Dabei sollen auch die im Weiteren verwendeten
Parameter und Observablen definiert werden. Anschließend will ich kurz eini-
ge Ergebnisse aus der Literatur darstellen, die im Folgenden verwendet werden.
Eine kurze Einführung in den Liouville-Operator-Formalismus, sowie das ver-
wendete Simulations-Verfahren sollen dieses Kapitel abschließen.

Kapitel 3 ist der Untersuchung binärer Mischungen von inelastischen harten
Kugeln gewidmet. Betrachtet werden sollen hier die Temperaturen Tα der einzel-
nen Komponenten sowie ihr Verhältnis γ = T1/T2. Im ersten Abschnitt soll das
allgemeine Modell aus Kapitel 2 entsprechend erweitert werden. Im Zuge dessen
will ich auch erläutern, wie man durch qualitative Überlegungen auf die Zeitent-
wicklung der Temperaturen schließen kann. Im zweiten Abschnitt wird man se-
hen, dass diese Überlegungen durch die analytischen Rechnungen bestätigt wer-
den. Im dritten Abschnitt sollen dann die Lösungen der Differentialgleichungen
diskutiert werden, zum einen durch Betrachtung ihrer Abhängigkeit von den
Systemparametern, zum anderen durch die Einschränkung auf zwei interessan-
te Spezialfälle. Durch den Vergleich mit Simulationen wird gezeigt werden, dass
die Theorie in der Lage ist, die physikalischen Phänomene zu beschreiben. Nach
einer kurzen Zusammenfassung soll ein Ausblick auf einige Fragestellungen ge-
geben werden, die von dieser Arbeit ihren Ausgang nehmen könnten.

In Kapitel 4 soll es um die Frage gehen, inwiefern die Rotationsachse und die
Flugrichtung von rauen inelastischen harten Kugeln korreliert sind. Auch hier
soll im ersten Abschnitt das Modell zunächst geeignet erweitert werden. An-
schließend soll ein Vorschlag gemacht werden, wie man sich einen Teil der Er-
gebnisse in qualitativer Weise verständlich machen kann. Der zweite Abschnitt
ist dann der Herleitung der analytischen Ergebnisse gewidmet, die im dritten
Abschnitt diskutiert werden sollen. Der Vergleich mit Simulationen wird zeigen,
dass die wesentlichen Effekte durch das Modell reproduziert werden. Eine Zu-
sammenfassung sowie ein Ausblick auf mögliche zukünftige Untersuchungen
soll wieder den Abschluss bilden.

Die z. T. sehr umfangreichen Rechnungen habe ich nach Möglichkeit in den
Anhang ausgelagert, um den Lesefluß nicht zu stören. Der interessierte Leser
möge sich dort über die Details informieren.
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2. Grundlagen

2.1. Das Modell

Es stellt sich die Frage, wie sich die wesentlichen Eigenschaften granularer Ma-
terie in einem physikalischen Modell einfangen lassen. Hier soll das Modell in-
elastischer harter Kugeln (IHS: Inelastic Hard Spheres) zugrundegelegt werden.

Da Stöße zwischen irregulär geformten Körpern beliebig kompliziert werden
können [PB95], sollen die Teilchen als perfekte harte Kugeln angenommen wer-
den. Die Kugeln (Kreisscheiben1) sind vollständig charakterisiert durch ihren Ra-
dius a, ihre Masse m und ihr Trägheitsmoment I. Harte Kugel bedeutet in diesem
Zusammenhang, dass das Wechselwirkungspotential U an der Kugeloberfläche
von U = 0 für den Außenraum auf U = ∞ für das Innere der Kugel springt.
Es liegen also keine langreichweitigen Wechselwirkungen vor, und die Kugeln
können sich auch nicht durchdringen.2

Der Stoß zweier makroskopischer Kugeln wurde ausgehend von [Her82] in
zahlreichen Arbeiten studiert [BSHP96, LRD97, AGZ98, GZ99]. Es zeigte sich,
dass das Ausmaß der Dissipation in nichttrivialer Weise von den Materialeigen-
schaften und der Relativgeschwindigkeit der Stoßpartner abhängt. Hier soll ein
sehr einfacher Ansatz Verwendung finden. Mit den Bezeichnungen aus Abb. 2.1
definiert man zunächst die Relativgeschwindigkeit am Kontaktpunkt g := v1 −
v2 + an̂× (ω1 + ω2). Gestrichene Variablen bezeichnen Größen nach dem Stoß.
Es soll dann gelten

n̂ · g′ = −εn̂ · g
n̂× g′ = −βn̂× g.

(2.1)

Der Koeffizient ε ∈ [0, 1] beschreibt also die normale Restitution [LSJC84], wäh-
rend β ∈ [−1, 1] die tangentiale Restitution [JR85] parametrisiert.3 Die Werte ε = 1
und β = −1 entsprechen dem Fall vollständig elastischer und glatter Teilchen.
Hin zu kleineren Werten von ε nimmt die Dissipation zu. Steigenden Werten

1Im Folgenden werde ich aus Gründen der Übersichtlichkeit meist nur den Fall d = 3 explizit
erwähnen. Die entsprechenden Aussagen für d = 2 sollten aber immer leicht abzuleiten sein.

2Weitere Möglichkeiten die einen analytischen Zugang erlauben, hier aber nicht weiter betrachtet
werden sollen, sind dünne Stäbchen [HAZ99, VT04] und abgerundete Rechtecke [GTV05].

3Die normale und tangentiale Restitution sind also völlig unabhängig voneinander. Dieser An-
satz ist so zunächst sicherlich unphysikalisch. Das Walton-Modell [WB86] stellt hier eine Ver-
knüpfung her und wurde ebenfalls schon zur Beschreibung granularer Materie verwendet
[HHZ00, JZ02]. Eine weitere Modifikation hin zu einer realistischeren Beschreibung der Dis-
sipation sind die sogenannten viskoelastischen Teilchen [BSHP96] mit geschwindigkeitsabhän-
gigen Restitutionskoeffizienten ε = ε(v).
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2. Grundlagen

v1

a
v2

v12

g

n

an̂×Ω12

Abbildung 2.1. Stoßprozess in d = 2. Gezeigt sind zwei Kreisschei-
ben im Moment vor dem Stoß. Die Mittelpunkte der Teilchen sol-
len sich bei r1 bzw. r2 befinden, die Winkelgeschwindigkeiten ωi ste-
hen senkrecht auf der Bildebene. Im Folgenden werden die Relativ-
geschwindigkeit v12 := v1 − v2, die relative Winkelgeschwindigkeit
Ω12 := ω1 + ω2 und die effektive Relativgeschwindigkeit am Kon-
taktpunkt g die wesentliche Rolle spielen. Die relative Orientierung
der Stoßpartner wird durch den Vektor n ≡ r12 := r1 − r2 beschrie-
ben.

von β entsprechen zunehmend rauere Teilchen bis hin zu perfekter Rauigkeit bei
β = 1.

Trotz der starken Vereinfachungen, die diesem Ansatz zugrundeliegen, lässt
sich damit eine reiche Phänomenologie beobachten [SK89, GZ93, BT02a, CM04,
GNB05]. Besonders prominent sind die hydrodynamischen Instabilitäten, die in
zahlreichen Arbeiten untersucht wurden [GZ93, NE00, BDSM06], die uns hier
aber nicht weiter beschäftigen sollen.

Zusammen mit der Impulserhaltung v′1 + v′2 = v1 + v2 und der Drehimpulser-
haltung bezüglich des Kontaktpunktes

man̂× (v′1 − v1) + I(ω′
1 −ω1) = 0

man̂× (v′2 − v2)− I(ω′
2 −ω2) = 0.

(2.2)

kann man wie in Abschnitt A.1.1 ausgeführt den Zusammenhang zwischen den
Geschwindigkeiten vor und nach dem Stoß angeben

v′1 = v1 − δ, ω′
1 = ω1 +

1
qa

(n̂× δ)

v′2 = v2 + δ, ω′
2 = ω2 +

1
qa

(n̂× δ)
(2.3)
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2.1. Das Modell

wobei
δ := ηtv12 + (ηn − ηt)(n̂ · v12)n̂ + aηtn̂×Ω12 (2.4)

und ηt := q
2

1+β
1+q sowie ηn := 1+ε

2 . Hier und im Folgenden soll das Trägheitsmo-
ment in seiner dimensionslosen Darstellung q := I/ma2 eingehen. Die Werte von
q liegen zwischen Null für eine punktförmige Masse und 2/3 für eine Kugelscha-
le. Für den Fall einer Kugel mit homogener Massenverteilung gilt q = 2/5.

Da es noch nicht gelungen ist, für das Harte-Kugel-Gas eine exakte analytische
Darstellung der Verteilungsfunktion ρ({rl}, {vl}, {ωl}, t) anzugeben (siehe aber
den Fall von Maxwell-Molekülen [BNK00]), soll hier ein Ansatz verwendet wer-
den, der sich zwar im allgemeinen nicht streng begründen lässt, der sich aber
schon in zahlreichen Vergleichen mit Simulationen bewährt hat.

In der Literatur ist dieser Ansatz unter dem Namen Homogeneous Cooling State
(HCS) bekannt [GS95]. Man geht davon aus, dass die räumliche Verteilung der
N Kugeln zu jeder Zeit homogen ist. Die Geschwindigkeiten sollen gaußverteilt
sein, wobei die Breite der Verteilungen die granularen Temperaturen

d
2

Ttr(t) :=
1
N ∑

i

m
2

v2
i ,

d
2

Trot(t) :=
1
N ∑

i

I
2

ω2
i (2.5)

definiert.
Für verdünnte Systeme relativ harter realer Teilchen ist unmittelbar einsichtig,

dass die Dauer eines Stoßes τc viel kürzer ist als die mittlere Zeit zwischen zwei
Stößen τ. Für das Modell harter Kugeln lässt man nun das Verhältnis τc/τ � 1
vollständig gegen Null gehen. Die Stöße werden also als instantan angenommen.
Als Nebeneffekt dieser Approximation genügt es nun, sich auf Zweikörper-Stöße
zu beschränken. Die Wahrscheinlichkeit, dass drei oder mehr Teilchen zugleich
stoßen geht mit τc ebenfalls gegen Null. Zusätzlich wird angenommen, dass die
Korrelation zwischen Stößen vernachlässigbar klein ist (molekulares Chaos).

Als Verteilungsfunktion setzt man also an

ρHCS({vl}, {ωl}, t) ∼
N

∏
l=1

exp

[
−

mv2
l

2Ttr(t)
−

Iω2
l

2Trot(t)

]
. (2.6)

Die Verteilung ist natürlich auf 1 normiert, d. h.
∫

dΓρHCS = 1. Im Phasenraum-
element

dΓ := ∏
j 6=l

Θ(rjl − 2a)d3Nrd3Nvd3Nω (2.7)

dienen die Θ-Funktionen dazu, den Volumenauschluss zu berücksichtigen. Inte-
griert wird dabei über ein thermodynamisches System, d. h. N → ∞ Teilchen in
einem unendlich ausgedehnten Volumen V, sodass die Teilchendichte n := N/V
einen endlichen Wert annimmt. Ensemble-Mittelwerte sind dann durch Mitte-
lung über die HCS-Verteilung definiert

〈. . .〉t :=
∫

dΓρHCS({vl}, {ωl}, t). (2.8)
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2. Grundlagen

Die Annahme von molekularem Chaos und instantanen Stößen schränkt die
Theorie auf granulare Gase, d. h. relativ verdünnte Systeme ein. Aus hydrody-
namischen Betrachtungen und Simulationsstudien [GZ93, LH99, BRC99, DP03],
geht hervor, dass eine räumlich homogene Verteilung nur auf relativ kurzen Zeit-
und auch Längenskalen erhalten bleibt.

Die Theorie bleibt also auf die anfängliche Entwicklung beschränkt oder man
muss durch äußeres Treiben räumliche Korrelationen zerstören. Die experimen-
tell relevanten Formen des Treibens, wie Schütteln [FM02], Schwenken [KWG97]
und Vibrationen der Wände [HYC+04] beruhen alle auf endlichen Systemen, und
sind damit nur schwer in die hier verwendete Theorie zu integrieren. Analytisch
am einfachsten zu handhaben ist das sogenannte Volumentreiben [NETP99]. Mit
einer Treibfrequenz fdr wird zu den Geschwindigkeiten vi der Teilchen eine zu-
fällige Komponente vdrξ i(t) addiert. Dabei gibt vdr die Stärke des Treibens an,
und die ξ i(t) sind gaußverteilte Zufallsvektoren mit Mittelwert Null und Vari-
anz 1. Dem Treiben entspricht so eine Temperatur

d
2

Tdr :=
1
2

mv2
dr. (2.9)

Für Simulationen genügt es, die Systemgröße kleiner als eine kritische Län-
genskala λc [MY96] zu halten. Alternativ kann man auf den DSMC-Algorithmus
[Bir76] ausweichen.

Detaillierte Simulationsstudien zeigten, dass die exakte Geschwindigkeitsver-
teilung vom gaußschen Fall abweicht [BRC96, MSS01, BT02b]. Analytisch ver-
sucht man diesem Umstand Rechnung zu tragen, indem man die Verteilungs-
funktion um eine Reihe 1 + a1(t)S1(mv2/Ttr) + . . . von Laguerre-Polynomen4

[JZ00] Sn erweitert [GS95, HOB00]. Die an(t) müssen dann selbstkonsistent be-
stimmt werden. Damit kann die Theorie hin zu dichteren und stärker dissipati-
ven Systemen erweitert werden [NE98, BP00, HOB00], siehe aber auch [BP06].
In der vorliegenden Arbeit wird diese Erweiterung aber nicht weiter berücksich-
tigt werden. Stattdessen wird eine ähnliche Erweiterung für die Betrachtung der
Korrelationen zum Einsatz kommen.

2.2. Einige Konsequenzen

Was lässt sich nun aus diesem Modell ableiten? Zunächst sei der Fall völlig glatter
Kugeln (β = −1) betrachtet.

Konzentrieren wir uns (in Anlehnung an [BP04]) auf ein Teilchen welches,
sich gegenüber den anderen Teilchen in seiner Nähe mit einer typischen Ge-
schwindigkeit 〈v12〉 bewegt (siehe Abb. 2.2). Die thermische Geschwindigkeit
vth ≡

√
2T/m liefert hier die naheliegendste Geschwindigkeitsskala.

Mit dem Streuquerschnitt für harte Kugeln von σ3D = 4πa2 wird die betrach-
tete Kugel im Zeitintervall ∆t im Mittel mit νc = 4πna2 〈v12〉∆t anderen Kugeln

4in diesem Zusammenhang meist als Sonine-Polynome bezeichnet
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2.2. Einige Konsequenzen

〈v12〉

〈v12〉∆t

4a

Abbildung 2.2. Die Kugel ganz links im Bild wird in der Zeit ∆t mit
allen Kugeln stoßen, deren Mittelpunkte im angegebenen Zylinder
liegen. Diese Zeichnung basiert auf der Abbildung 5.1 in [BP04].

stoßen. Teilt man nun durch ∆t und lässt das Zeitintervall gegen Null gehen, so
erhält man die Stoßfrequenz

ω ∼ na2
√

T. (2.10)

Im Zuge eines Stoßes ändert sich die kinetische Energie eines Teilchens typi-
scherweise um den Betrag

∆T =
m
2
〈
v′2

12 − v2
12
〉

∼ −(1− ε2)T
(2.11)

wenn man wieder davon ausgeht, dass die typische Geschwindigkeit durch vth
abgeschätzt werden kann. Weiter wurden hier alle möglichen Stoßparameter auf
den Fall des zentralen Stoßes reduziert. Dies erlaubt es die gestrichenen Ge-
schwindigkeiten direkt über Gl. (2.1) auszudrücken.

Nimmt man Gl. (2.10) und Gl. (2.11) zusammen, so erhält man also die Tempe-
raturänderung pro Zeit

dT
dt

∼ −na2(1− ε2)T
3
2 . (2.12)

Analytische Rechnungen (siehe z. B. [AHZ01]) bestätigen diese Abschätzung durch
das Ergebnis

dT
dt

= −GA′T
3
2 (2.13)

mit G := 32na2√ π
m χ und A′ := 1−ε2

4 .
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2. Grundlagen

Der einzige interessante neue Faktor ist hier die Paarkorrelation bei Kontakt χ ≡
g(2a) mit der Paarkorrelationsfunktion [CC60]

g(R12)/V2 := 〈δ(R1 − r1)δ(R2 − r2)〉t . (2.14)

Aus der Theorie elastischer5 harter Kugeln ist χ in Form von Virialentwicklungen
bekannt [CS69]. Es gilt

χ =
1− 7ν/16
(1− ν)2 für d = 2

χ =
1− ν/2
(1− ν)3 für d = 3

(2.15)

mit dem Volumenbruch6 (filling fraction) ν = πna2 in d = 2 und ν = 4/3πna3 für
d = 3. In jüngerer Zeit sind weitere Terme in dieser Entwicklung vorgeschlagen
worden [LS04, SYH05]. Es handelt sich dabei aber um kleine Beiträge, die erst bei
hohen Dichten eine merkliche Rolle spielen. Letztlich ist die nichttriviale Form
der Korrelationsfunktion ein Resultat der endlichen Teilchengröße. Diese hat zur
Folge, dass nur eine endliche Zahl von weiteren Kugeln gleichzeitig mit einer
bestimmten in Kontakt stehen können.

Gleichung (2.13) lässt sich leicht integrieren und man erhält

T(t) =
T0

(1 + ω0t)2 (2.16)

mit ω0 = 1/2G
√

T0 und T0 ≡ T(0). Die (Enskog-)Kollisionsfrequenz [CC60] der
Teilchen ist in dieser Notation ω = 1/2G

√
T. Für große Zeiten (ω0t � 1) folgt

der Zerfall der Energie also einem Potenzgesetz mit dem Exponenten −2 (Haff’s
Cooling Law [Haf83]).

Geht man nun zu rauen Kugeln über, so wird zum einen die Rotationsener-
gie in einem ähnlichen Prozess zerfallen, zum anderen sind nun aber auch die
Rotations- und Translationsfreiheitsgrade gekoppelt. In [AHZ01] wurde gezeigt,
dass die Temperaturen den folgenden Gleichungen genügen

3
2

dTtr

dt
= −GAT

3
2

tr + BGT
1
2

tr Trot

3
2

dTrot

dt
= GBT

3
2

tr − CGT
1
2

tr Trot

(2.17)

mit

A :=
1− ε2

4
+ ηt(1− ηt), B :=

η2
t

q
, C :=

ηt

q

(
1− ηt

q

)
. (2.18)

5Es ist zunächst nicht klar, dass die Paarkorrelationsfunktion im inelastischen Fall mit der für
elastische Teilchen übereinstimmt [BP04]. Der gewählte Ansatz hat sich aber als erfolgreich
erwiesen.

6Bei dichtester (Kugel-)Packung sind maximal ν2D = π/
√

12 ≈ 0.907 bzw. ν3D = π/
√

18 ≈ 0.740
möglich [CS99].
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2.3. Der Liouville-Operator

In der Kollisionszeitskala τ, die über dτ := ωdt definiert ist, gilt

3
4

Ttr

dτ
= −ATtr + BTrot

3
4

Trot

dτ
= BTtr − CTrot.

(2.19)

In [LHMZ98] und nachfolgenden Arbeiten [HHZ00, AHZ01] wurde gezeigt, dass
sich für große Zeiten ein festes Temperaturverhältnis R := Trot/Ttr einstellt und
die Gleichungen (2.19) entkoppeln. Es gilt

3
4

dR
dτ

= B + (A− C)R− BR2. (2.20)

Setzt man die rechte Seite dieser Gleichung gleich Null, so erhält man den statio-
nären Wert

lim
τ→∞

R(τ) ≡ R∗ =
A− C

2B
+

√
1 +

(A− C)2

4B2 . (2.21)

Im Gegensatz zu klassischen, elastischen Gasen liegt also i. A. keine Gleich-
verteilung der Energie zwischen den Translations- und Rotationsfreiheitsgraden
(entsprechend R∗ = 1) vor. Nur für Paare von Restitutionskoeffizienten für die
A = C erfüllt ist, gilt wieder R∗ = 1.

Die Verletzung der Gleichverteilung ist ein Phänomen, dass im Zusammen-
hang mit dissipativen granularen Systemen wiederholt auftritt. Zunächst wurde
man im Kontext binärer Mischungen (siehe Kapitel 3) darauf aufmerksam. Es
findet sich aber z. B. auch als richtungsabhängige Temperatur in Systemen unter
dem Einfluss der Schwerkraft wieder [MR06]. Siehe aber auch z. B. den Fall von
Teilchen, die leicht von der Kugelform abweichen in [GTV05].

2.3. Der Liouville-Operator

Die analytischen Rechnungen im Zuge dieser Arbeit beruhen ganz wesentlich
auf dem Liouville-Operator-Formalismus [EDHL69]. In der Literatur wird häu-
fig die Boltzmann-Gleichung im Rahmen der verbesserten Enskog-Theorie (RET:
Revised Enskog Theory) [BE79] als Ausgangspunkt gewählt. In [Hut99] wurde ge-
zeigt, dass beide Herangehensweisen letztlich äquivalent sind. Die Entwicklung
des Systems hin zu einem stationären Zustand scheint aber über den Liouville-
Operator leichter zugänglich.

Der Liouville-Operator L beschreibt die zeitliche Änderung einer Observablen
A. D. h. iLA := dA

dt . Insbesondere kann man ihn für nicht explizit zeitabhängige
Observablen über die Poissonklammer {·, ·} [Gol01] mit der Hamiltonfunktion
H definieren: iLA := {H, A}.

Mit der Hamiltonfunktion H eines Systems von Teilchen, die über ein Paarpo-
tential U = U(|ri − rj|) wechselwirken

H = ∑
i

p2
i

2m
+ ∑

i<j
U(rij) (2.22)

13



2. Grundlagen

erhält man so den zugehörigen Liouville-Operator

iL = ∑
i

pi

m
∇+ ∑

i<j
∇U(rij)

(
∂

∂pj
− ∂

∂pi

)
. (2.23)

Die Gleichung dA
dt = iLA lässt sich formal in der Form A(t) = eiLt A(0) lösen.

Dieser Ansatz soll aber im Folgenden so gar nicht verwendet werden. Stattdes-
sen werde ich mich damit begnügen, iLA ≡ dA

dt zu berechnen um dann erst in
einem zweiten Schritt die daraus entstehende Differentialgleichung (numerisch)
zu lösen.

Eine weitere Komplikation ist der Umstand, dass das Wechselwirkungs-Poten-
tial der harten Kugeln nicht differenzierbar ist. Die oben angegebene Herleitung
aus einem differenzierbaren Potential ist also nicht anwendbar. Dafür kann man
sich aber leicht direkt überlegen, wie der Pseudo-Liouville-Operator L+ für ein
Harte-Kugel-Gas aussehen muss [NEB98].

Zunächst setzt er sich aus zwei Anteilen zusammen: L+ = L0 + LI . Der An-
teil iL0 = ∑i

pi
m∇ beschreibt dabei das freie Strömen der Teilchen zwischen den

Stößen. Da das System keinen äußeren Kräften ausgesetzt ist, gilt für das freie
Strömen die Energieerhaltung, d. h. insbesondere hat L0 keinen Einfluss auf die
Temperaturentwicklung.

Die Stöße selbst werden durch den Operator iLI = ∑i<j iTij beschrieben, der
in eine Summe aus Zweiteilchen-Wechselwirkungen zerfällt.7 Stöße finden ge-
nau dann statt, wenn sich zwei Teilchen berühren (δ(rij − 2a)) und in diesem
Moment aufeinander zufliegen (Θ(−rij · vij)). Weiter ist die Stoßrate proportio-
nal zum Teilchenfluss r̂ij · vij. Die Änderung der Größen durch den Stoß selbst
(Gl. (2.3)) sei durch den Operator b+

ij beschrieben, der in der obigen Notation
ungestrichene durch gestrichene Größen ersetzt. Zusammengenommen gilt also

iTij = −(r̂ij · vij)Θ(−r̂ij · vij)δ(rij − 2a)(b+
ij − 1) (2.24)

wobei die 1 im Sinne des Identitätsoperators zu verstehen ist.
Statt über die Verteilungsfunktion ρ(Γ, t) zur Zeit t zu mitteln, könnte man

auch gleichwertig über die anfängliche Verteilung ρ(Γ0, 0) mitteln. Man hat es
dann aber mit einer explizit zeitabhängigen Observablen A(Γ(Γ0; t)) ≡ A(Γ0; t)
zu tun

〈A〉t ≡
∫

dΓρ(Γ, t)A(Γ) =
∫

dΓ0ρ(Γ0, 0)A(Γ0; t) (2.25)

Betrachtet man nun die Zeitableitung der gemittelten Größe (und nennt die
Integrationsvariable wieder Γ), so gilt

d
dt
〈A〉t =

∫
dΓρ(Γ, 0)

d
dt

eiLt A(Γ) =
∫

dΓρ(Γ, 0)eiLtiLA(Γ) (2.26)

7Im Ansatz wurden ja m-Körper-Stöße für m > 2 ausgeschlossen.
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2.4. Ereignisgesteuerte Simulationen

In [EDHL69] wurde gezeigt, dass zu iL ein adjungierter Operator iL† gehört, der
die Zeitentwicklung der Verteilungsfunktion bestimmt. Es gilt also

d
dt
〈A〉t =

∫
dΓ
[
eiL†tρ(Γ, 0)

]
iLA(Γ) =

∫
dΓρ(Γ, t)iLA(Γ) (2.27)

Diese Identität ist Ausgangspunkt für fast alle Rechnungen in der vorliegenden
Arbeit.

2.4. Ereignisgesteuerte Simulationen

Begleitend zu den in dieser Arbeit beschriebenen analytischen Rechnungen wur-
den Molekular-Dynamik-Simulationen [AT96] durchgeführt. Als besonders ge-
eignet für Hardcore-Potentiale hat sich hier (neben direct simulation Monte-Carlo
DSMC [Bir76]) der ereignisgesteuerte Ansatz (ED: event driven) [Lub91] heraus-
gestellt. Konkret habe ich auf eine Implementierung aus [HAZ99] zurückgegrif-
fen, die in der Vergangenheit schon erfolgreich eingesetzt wurde.

Da es relativ schwierig ist, die Bedingungen des IHS-Gases (vernachlässig-
bare Randeffekte, keine Gravitation, etc.) experimentell zu realisieren, existieren
nur wenige Arbeiten, die dies explizit versuchen [HYC+04, EGL+05]. Der Ver-
gleich mit mehr oder weniger stark abweichenden Versuchsbedingungen [FM02,
KWG97] bleibt mit Unwägbarkeiten behaftet. Simulation stellen hier also ein
wichtiges Werkzeug dar, um die physikalische Aussagekraft der theoretischen
Modelle zu überprüfen.

Die wesentlichen Schritte des ED-Algorithmus sind die folgenden:

1. Bestimme den Zeitpunkt tij des nächsten Stoßes zwischen allen Paaren von
Teilchen.

2. Bestimme das Paar von Teilchen, das als erstes (zur Zeit t∗ij) stoßen wird.

3. Führe diesen Stoß unter Berücksichtigung der unvollständigen Restitution
aus (Gl. (2.3)).

4. Integriere die Bewegungsgleichung der anderen (freien) Teilchen bis t∗ij.

und dann wieder weiter mit 1.
Für die zahlreichen Optimierungsmöglichkeiten, die auch in das benutzte Pro-

gramm eingeflossen sind, will ich hier nur auf die Literatur verweisen [AT96].
Lediglich auf einen weiteren Punkt will ich näher eingehen, da er auch von allge-
meinem Interesse ist: Den inelastischen Kollaps [SK89]. Teilchen in relativ dichten
Regionen des Systems können in endlicher Zeit u. U. unendlich viele Kollisionen
erleiden. Über diesen Zeitpunkt würde also auch der ED-Algorithmus nicht hin-
aus kommen.

Um dieses Problem zu umgehen, sind verschiedene Lösungsmöglichkeiten vor-
geschlagen worden [Gro97, LM98]. In dem hier verwendeten Programm ist das
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2. Grundlagen

1.

2.

3.

Abbildung 2.3. Ablauf einer Kollision in der ED-Simulation (siehe
Text).

eigentliche Teilchen in geringem Abstand von einer weiteren, virtuellen Hül-
le umgeben (Abb. 2.3). Der ursprünglich instantane Stoß wird nun in mehrere
Schritte zerlegt:

1. Der Stoßpartner durchdringt die virtuelle Hülle von außen: Dieser Vorgang
ist völlig wechselwirkungsfrei.

2. Die Stoßpartner „berühren” sich: Nun wird die tangentiale Restitution (un-
ter Berücksichtigung von β) ausgeführt. Die normale Restitution erfolgt zu-
nächst vollständig elastisch (ε = 1).

3. Der Stoßpartner passiert erneut die virtuelle Hülle: Erst jetzt wirkt der nor-
male Restitutionskoeffizient ε 6= 1.

Befinden sich die Teilchen nun also in einer Region stark erhöhter Dichte, die
normalerweise zum inelastischen Kollaps führen könnte, so trennen sie sich gar
nicht mehr so weit, dass Punkt 3 zur Anwendung kommen könnte. Im Effekt sto-
ßen die Teilchen bei drohendem inelastischen Kollaps vollständig elastisch und
man vermeidet so den unbeschränkten Anstieg der Kollisionsfrequenz.

Die Bedingung eines unendlich ausgedehnten Systems wird wie üblich durch
periodische Randbedingungen approximiert.

Eine konkrete Simulation startet, indem die Teilchen auf einem Gitter ange-
ordnet werden. Um eine homogene Durchmischung zu erreichen, lässt man das
System zunächst mittels völlig elastischer Stöße (ε = 1 und β = −1) für einige
Zeit equilibrieren. Erst dann werden die gewünschten Restitutionskoeffizienten
aktiviert. Aus der Ausgabe des Programms lässt sich die Trajektorie des Systems

16



2.4. Ereignisgesteuerte Simulationen

durch den Phasenraum vollständig rekonstruieren. Damit sind im Prinzip auch
sämtliche Observablen zugänglich.

Abbildung 2.4. Typischer Snapshot eines Systems mit 8000 Teilchen wie
es den meisten hier verwendeten Simulationen zugrunde liegt.
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3. Binäre Gemische inelastischer harter
Kugeln

3.1. Einleitung

Die meisten Modelle granularer Materie gehen von nur einer einheitlichen Sorte
von Teilchen aus [JR85, HHZ00, BP04]. Betrachtet man dagegen reale granulare
Systeme, wie z. B. Sand und Geröll, so ist (im Unterschied zu realen molekularen
Gasen) zu bezweifeln, dass auch nur zwei gleiche Teilchen vorliegen. Im Prin-
zip müsste man also Systeme von Teilchen betrachten, deren Eigenschaften be-
stimmten Verteilungen folgen [Zam95, LB05]. Ein erster Schritt auf diesem Weg
stellt die Betrachtung binärer Mischungen dar [WA99, GD99, VNM99, DHGD02,
DHGD02, PMP02, GD02, WJM03, AJ04].

Die zwei Sorten Teilchen sollen sich zum einen durch ihre mechanischen Ei-
genschaften — Radius1 aα und Masse mα —, dann aber auch durch ihre Restituti-
onskoeffizienten εαα unterscheiden können. Dazu kommt ein dritter Restitutions-
koeffizient ε12, der Stöße zwischen den Teilchensorten parametrisiert. Schließlich
soll auch noch die Konzentration xα := Nα/N der Teilchensorten variiert werden
können. Dabei ist Nα die Anzahl der α-Teilchen und N = N1 + N2 die Gesamt-
zahl der Teilchen. Im thermodynamischen Limes (Nα → ∞) sind natürlich nur
die Konzentrationen xα von Bedeutung. Von einer unvollständigen tangentialen
Restitution wird hier abgesehen — es gilt also stets β = −1.

In Simulationen [CH02, AL02, AL03] und Experimenten [WP02, FM02], aber
auch in theoretischen Modellen [GD99, BT02a] zeigte sich, dass die beiden Teil-
chensorten auch für lange Zeiten i. A. nicht die gleiche Temperatur annehmen.
Aus diesem Grund — und um auch die transiente Entwicklung von beliebigen
Anfangsbedingungen T1(0) 6= T2(0) aus studieren zu können —, wird hier jeder
Teilchensorte eine eigene Temperatur Tα zugewiesen.

Auf welche Weise können die Teilchen der Sorte α Energie verlieren? Zum
einen durch Stöße mit anderen α-Teilchen, zum anderen aber auch durch Stö-
ße mit Teilchen der Sorte β. Das Verhalten im ersten Fall ist bereits bekannt: Im
Mittel geht ein Anteil der mittleren Energie ∼ Tα pro Stoß verloren. Stöße wie-
derum ereignen sich mit der Stoßfrequenz ωαα = ωαα(Tα) ∼

√
Tα (Gl. (2.10)). Im

Unterschied zum Fall einer Teilchensorte sind damit aber nicht alle Stöße abge-
deckt, sondern (unter der Annahme einer homogenen Durchmischung) nur der
Bruchteil x1.

1Hier und im Folgenden bezeichnen griechische Indizes die Teilchensorte, während lateinische
Indizes die einzelnen Teilchen durchnummerieren.
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3. Binäre Gemische inelastischer harter Kugeln

Zur Annahme der räumlich homogenen Dichteverteilung kommt jetzt noch
die Forderung, dass die Teilchensorten zu jeder Zeit in einer homogenen Mi-
schung vorliegen. Es wurde gezeigt [AW98, CM04, RESM04, AJ04, DH04, ESR05],
dass sich dichte Systeme auf langen Zeitskalen in vielfältiger Weise entmischen
können. Dies ist ein weiterer Hinweis darauf, dass die hier verwendeten Modelle
auf verdünnte Systeme zugeschnitten sind.

Für die Stöße mit β-Teilchen (die einen Anteil x2 ≡ 1− x1 der Stöße ausma-
chen) wird nun erneut ein Anteil proportional zu Tα dissipiert werden. Stöße
werden aber mit einer anderen Stoßfrequenz ωαβ = ωαβ(Tα, Tβ) auftreten.

Liegt eine Mischung von Teilchen mit unterschiedlichen Temperaturen vor, so
wird auch bei völlig elastischen Teilchen ein Wärmestrom einsetzen, der die Tem-
peraturdifferenz auszugleichen sucht. Ein solcher Effekt ist im dissipativen Fall
ebenfalls zu erwarten. Es wird also ein weiterer Term proportional zum Tempe-
raturgradienten Tβ − Tα und zur Stoßfrequenz ωαβ auftreten. Insgesamt erwartet
man somit eine Gleichung der Form

d
2

d
dt

T1 − Hdr = −x1GA11T
3
2

1 − x2Aω12T1 + x2(T2 − T1)Bω12 (3.1)

mit noch unbestimmten Konstanten A, B ≥ 0 und der Treibleistung Hdr :=
fdrTdr. Dabei sollte A im elastischen Limes verschwinden, während B zumindest
in diesem Limes einen endlichen Wert annehmen muss.

3.2. Das Modell

Die Temperaturen sind, wie üblich, als

d
2

Tα =
1
N α

Nα

∑
i=1

mα

2
v2

i (3.2)

definiert. Geht man davon aus, dass sich jede Teilchensorte für sich im HCS be-
findet

ρα({rl}Nα , {vl}Nα , t) ∼ ∏
l

exp

[
−

mv2
l

2Tα

]
(3.3)

so stellt der Ansatz ρ({rl}, {vl}, t) ∼ ρ1ρ2 eine unmittelbare Verallgemeinerung
des HCS für eine Teilchensorte dar. Bei der Rückführung des Phasenraumele-
ments dΓ auf die Phasenraumelemente dΓα := ∏j 6=l Θ(rjl − 2aα)d3Nrd3Nv der ein-
zelnen Teilchensorten ist zu berücksichtigen, dass der Volumenausschluss auch
zwischen den Teilchensorten gilt

dΓ := dΓ1dΓ2

N1

∏
j=1

N

∏
l=N1+1

Θ(rjl − a1 − a2). (3.4)

Dabei wurde ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen, dass die ers-
ten N1 Teilchen sämtlich der ersten Sorte angehören.
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3.3. Analytische Berechnung der Temperaturentwicklung

Der Pseudo-Liouville-Operator L+, der dieses Modell beschreibt setzt sich aus
den folgenden Summanden zusammen: L+ = L0 + L+

H + L+
11 + L+

22 + L+
12. Der

Term L0 beschreibt dabei wieder das freie Strömen und braucht uns hier nicht
weiter zu interessieren. Für ein eventuell vorhandenes Volumentreiben ist der
Term L+

H zuständig. Die Stöße zwischen den Teilchen werden schließlich durch
die letzten drei Summanden beschrieben: L+

11 im Falle, dass beide Teilchen der
ersten Spezies angehören, L+

22 für den Fall, dass beides Teilchen der zweiten Sorte
sind und L+

12 für Stöße zwischen Teilchen verschiedener Sorten.
Die L+

αβ sind nun wie in Abschnitt 2.3 wiederum als Summe über Stoßopera-

toren für zwei Teilchen zu verstehen: L+
αβ = 1

2 ∑k 6=l T
αβ+
kl . Sei Λ(k) die Funktion,

die den Index k eines Teilchens auf seine Sorte α abbildet, so gilt also

iTαα+
kl := −(vkl · r̂kl)Θ(−vkl · r̂kl)δ(rkl − 2aα)δΛ(k)αδΛ(l)α(bαα+

kl − 1)

iT12+
kl := −(vkl · r̂kl)Θ(−vkl · r̂kl)δ(rkl − a1 − a2)(1− δΛ(k)Λ(l))(b12+

kl − 1).
(3.5)

Die bαα+
kl sind von derselben Form wie in Gl. (2.24) und implementieren die

Stoßgesetze (Gl. (2.3)) für β = −1. Für den gemischten Stoß b12+
kl ist das Stoßge-

setz in Abschnitt A.1.2 hergeleitet. Man erhält

v′1 = v1 +
∆p
m1

, v′2 = v2 −
∆p
m2

(3.6)

mit ∆p := −µ(1 + ε12)(n̂ · v12)n̂ und der reduzierten Masse µ := m1m2
m1+m2

.

3.3. Analytische Berechnung der Temperaturentwicklung

Wie weiter oben schon erwähnt, hat der Anteil L0 keinen Einfluss auf die Tempe-
raturentwicklung. Der Beitrag des Treibens lässt sich wieder durch die Treibleis-
tung Hdr erfassen. Man erhält also folgende Differentialgleichung für die Zeitent-
wicklung der Temperaturen

3
2

d
dt

Tα − Hdr =
〈
iL+Eα

〉
t =

〈
iL+

ααEα

〉
+
〈

iL+
αβEα

〉
t
. (3.7)

Der Term 〈iL+
ααEα〉t ist identisch mit dem, der in der Behandlung einer Teilchen-

sorte auftritt. Da diese Rechnung in der Literatur (siehe z. B. [AHZ01]) schon
wiederholt dargestellt worden ist, will ich sie hier nicht noch einmal ausführen.

Die Berechnung des gemischten Terms
〈

iL+
αβEα

〉
t

ist in den Abschnitten A.2
und A.3 im Detail dargelegt. Durch die Annahme von molekularem Chaos ist
kein Paar von Teilchen ausgezeichnet. Anstatt über alle möglichen Paare von
Stoßpartnern zu mitteln, kann man somit auch ein Paar von Teilchen herausgrei-
fen und mit der Verteilungsfunktion ρ über alle möglichen Stoßszenarien mit-
teln. Es bleibt dabei aber immer noch das Problem, dass der Phasenraum durch
den Volumenauschluss in komplizierter Form durchlöchert ist. Im Rahmen der
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3. Binäre Gemische inelastischer harter Kugeln

hier betrachteten Mittelwerte kann man das Integrationsvolumen durch Einfüh-
ren der Paarkorrelationsfunktion (Gl. (2.14)) auf den ganzen Raum ausdehnen.
In einem dritten Schritt nutzt man nun die Symmetrien des Problems aus und
geht zu Relativkoordinaten über, wie sie in Abb. 2.1 angedeutet sind. An diesem
Punkt hat man das Problem im wesentlichen auf eine Reihe von Gaußintegralen
und solche über trigonometrische Funktionen reduziert, die elementar ausführ-
bar sind.

Um den Überblick nicht zu verlieren, soll das Ergebnis der Rechnungen hier
zunächst für den Fall mechanisch gleicher Teilchen (m1 = m2, a1 = a2) angegeben
werden:

1
G

d
2

d
dt

T1 − Hdr = −x1A11T
3
2

1 − x2A12T1

√
T1 + T2

2
+ x2A+

12(T2 − T1)

√
T1 + T2

2
1
G

d
2

d
dt

T2 − Hdr = −x2A22T
3
2

2 − x1A12T2

√
T1 + T2

2
+ x1A+

12(T1 − T2)

√
T1 + T2

2
(3.8)

mit

Aαβ :=
1− ε2

αβ

4
, A+

12 :=
(1 + ε12)2

8
(3.9)

und

G := 8an
√

π

m
χ für d = 2

G := 32a2n
√

π

m
χ für d = 3.

(3.10)

Die Gleichungen Gl. (3.8) sind also tatsächlich von der Form von Gl. (3.1), wobei
die Kollisionsfrequenz ω12(T1, T2) ∼

√
T1 + T2 ist.

Nun sollen auch verschiedene Massen mα und Radien aα zugelassen werden.
Da die absoluten Massen bzw. Radien nur von untergeordnetem Interesse sind,
sollen sie hier in erster Linie in Form des Massenverhältnisses ∆ := m1/m2 und
des Radienverhältnisses σ = a1/a2 in Erscheinung treten. Es gilt

d
2

d
dt

T1 − Hdr =− x1G11 A11T
3
2

1 −
2

1 + ∆
x2G12 A12T1

√
T1 + T2∆

2

+
2∆

1 + ∆
x2G12Ã+

12(T2 − T1)

√
T1 + T2∆

2
d
2

d
dt

T2 − Hdr =− x2G22 A22T
3
2

2 −
2∆

1 + ∆
x1G12 A12T2

√
T1 + T2∆

2

+
2∆

1 + ∆
x1G12Ã+

12(T1 − T2)

√
T1 + T2∆

2

(3.11)

mit

Ã+
12 :=

1
4

(1 + ε12)2

1 + ∆
(3.12)
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3.4. Diskussion

und

Gαβ := 4(aα + aβ)n
√

π

mα
χαβ für d = 2

Gαβ := 8(aα + aβ)2n
√

π

mα
χαβ für d = 3

(3.13)

Auch für die Korrelationsfunktion χαβ existiert eine Virialentwicklung aus der
Theorie elastischer harter Kugeln2 [MCSL71, LS04]:

χαβ =
1

1− ν
+

3ξ

(1− ν)2
a1a2

a1 + a2
(3.14)

mit

ν = πna2
2(x1σ2 + x2), ξ :=

3
4

πna2(x1σ + x2) für d = 2

ν =
4
3

πna3
2(x1σ3 + x2), ξ :=

4
3

πna2
2(x1σ2 + x2) für d = 3

(3.15)

Die Herleitung von Gl. (3.11) stellt das Hauptergebnis dieses Abschnitts dar.

3.4. Diskussion

Ein exemplarisches Temperaturverhalten zeigt Abb. 3.1. Insbesondere ist zu er-
kennen, dass sich die Temperaturen auseinander entwickeln, und auch für große
Zeiten nicht wieder zu einem gemeinsamen Wert zurückfinden. Vielmehr stellt
sich ein konstantes Temperaturverhältnis γ := T1/T2 ein. Schließlich gehorchen
auch binäre Mischungen noch dem Haffschen Gesetz (Gl. (2.16)). Auf alle diese
Punkte soll im Folgenden noch genauer eingegangen werden.

Anhand des Vergleichs mit den Simulationsdaten in Abb. 3.2 ist zu erkennen,
dass die Theorie die Effekte des Modells außerordentlich gut wiedergibt. Insbe-
sondere sind also die ungleichen Temperaturen und das konstante Verhältnis γ
keine Artefakte der Theorie.

Da das Temperaturverhältnis γ offenbar auch für große Zeiten nicht gegen den
trivialen Wert 1 konvergiert, soll es hier näher betrachtet werden. Wie in Ab-
schnitt A.4 skizziert, gelingt es, auch für γ eine Differentialgleichung aufzustel-
len. Nun allerdings nicht in der natürlichen Zeitskala t sondern in der Stoßzeits-
kala τ12, die über die Stoßfrequenz ω12 = 1/2G12

√
(T1 + T2∆)/2 für gemischte

2Für Massenverhältnisse ∆, die stark von 1 abweichen, scheint diese Näherung von χαβ ihre Gül-
tigkeit zu verlieren [AL05].
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Abbildung 3.1. Zeitentwicklung der Temperaturen einer Mischung mit
ε11 = 0.9, ε22 = 0.5 & ε12 = 0.7 sowie ∆ = σ = 1 und x1 = 1/2,
ν = 0.0146 gemäß Gl. (3.8). Die Anfangsbedingungen sind T1(0) =
T2(0) = 1. Das System ist ungetrieben (Hdr = 0). Man beachte die
doppellogarithmische Auftragung und den Übergang zu einem Po-
tenzgesetz mit Exponenten −2. Der Inset zeigt die anfängliche Ent-
wicklung auf linearer Skala.
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3.4. Diskussion

Stöße3 definiert ist: dτ12 := ω12dt

1
∆

dγ

dτ12
= −2d+1

d
γ

∆
(1 + γ/∆)−

1
2 (1 + σ)1−d

(
x1

χ11

χ12
A11σd−1

√
γ/∆− x2

χ22

χ12
A22

)
− 2

√
2

d
∆

1 + ∆

(
x1Ã+

12∆(γ/∆)2

+
γ

∆

(
Ã+

12(x2 − x1) + A12(∆−1x2 − x1)
)
− x2∆−1Ã+

12

)
. (3.16)
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Abbildung 3.2. Das System aus Abb. 3.1 im Vergleich mit Simulations-
daten für N = 8000 Teilchen. Um die Übersichtlichkeit zu erhalten,
sind die Temperaturverläufe hier separat dargestellt. Ebenso wurde
nur eine repräsentative Auswahl der Datenpunkte aus der Simulati-
on aufgetragen.

Die suggestive Schreibweise legt nahe, dass φ := γ/∆ eventuell die fundamen-
talere Größe ist [BRM05]:

dφ

dτ12
= −2d+1

d
φ√

1 + φ
(1 + σ)1−d

(
x1

χ11

χ12
A11σd−1√φ− x2

χ22

χ12
A22

)
− 2

√
2

d
∆

1 + ∆

(
x1Ã+

12∆φ2

+ φ
(

Ã+
12(x2 − x1) + A12(∆−1x2 − x1)

)
− x2∆−1Ã+

12

)
. (3.17)

3Natürlich könnte man auch τ11 oder τ22 verwenden. Die getroffene Wahl ermöglicht aber die
größte Vereinfachung der Gleichungen.
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3. Binäre Gemische inelastischer harter Kugeln

Im Folgenden kann nur ein grober Überblick über den Parameterraum gege-
ben werden, der durch ε11, ε12, ε22, ∆, σ, q, x1, Hdr und n (und wenn man nicht nur
die stationären Zustände betrachten will, auch noch γ(0)) aufgespannt wird. Ins-
besondere sollen nur ungetriebene Systeme betrachtet werden. Weiterhin will ich
mich auf homogene Kugeln (q = 2/5) und symmetrische Mischungen (x1 = 1/2)
beschränken.

Die Zeitentwicklung von γ(t) in Abb. 3.3 zeigt, dass sich der stationäre Wert
schon nach sehr kurzer Zeit (entsprechend wenigen Kollisionen pro Teilchen)
einstellt. Dies geschieht offenbar auf denkbar direktem Weg. Deshalb soll uns im
Folgenden nur noch der stationäre Wert γ∞ interessieren.
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ε11 = 1, ε12 = 1, ε22 = 0.8

Abbildung 3.3. Die Zeitentwicklung des Temperaturverhältnisses γ für
verschiedene Tripel von Restitutionskoeffizienten. Die weiteren Pa-
rameter sind ∆ = σ = 1, ν = 0.0146. Der Startwert ist jeweils
γ(0) = 1.

Anhand von Abb. 3.4 erkennt man, dass im völlig elastischen Fall (ε = 1)
die Gleichverteilung der Temperatur und damit auch γ∞ = 1 zurückgewonnen
wird. Für steigende Dissipation weicht γ∞ mehr und mehr vom elastischen Fall
ab. Ein Massenverhältnis ∆ 6= 1 scheint den Effekt meist noch zu verstärken
[AL02, GDH05]. Allerdings zeigt das Beispiel ∆ = 2, dass das Minimum nicht
bei ∆ = 1 liegen kann.

Wie in Abb. 3.5 gezeigt, hat auch das Größenverhältnis σ einen Einfluss auf das
Temperaturverhältnis. Größere inelastische Kugeln bedingen über den größeren
Wirkungsquerschnitt eine erhöhte Stoßrate, und damit eine verstärkte Dissipati-
on. Diese vergrößert offenbar auch den Temperaturunterschied.

Abb. 3.6 lässt nun explizit erkennen, wie ein stark ungleiches Massenverhältnis
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Abbildung 3.4. Stationärer Wert des Temperaturverhältnisses γ als
Funktion des Restitutionskoeffizienten ε11 für verschiedene Massen-
verhältnisse ∆. Die restlichen Parameter sind ν = 0.0146, σ = 1,
x1 = 1/2 und ε22 = ε12 = 1.
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Abbildung 3.5. Stationärer Wert des Temperaturverhältnisses γ als
Funktion des Restitutionskoeffizienten ε11 für verschiedene Größen-
verhältnisse σ. Die restlichen Parameter sind ν = 0.0146, ∆ = 1,
x1 = 1/2 und ε22 = ε12 = 1.
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3. Binäre Gemische inelastischer harter Kugeln

∆ i. A. auch den Temperaturunterschied verstärkt. Der vorläufige4 Vergleich mit
Simulationen lässt eine gute Übereinstimmung von Theorie und Simulation auch
für ∆ 6= 1 erkennen. Insbesondere scheint die oben angesprochene Unsicherheit
bezüglich des genauen Wertes von χαβ hier keine Rolle zu spielen.

Gleiches zeigt Abb. 3.7 für das Größenverhältnis σ. Für σ → 0 geht tatsächlich
auch γ∞ → 1, da in diesem Fall die Stoßrate der immer kleiner werdenden in-
elastischen Teilchen — und damit auch ihr Beitrag zur Temperaturentwicklung
— verschwindet. Die etwas größeren Abweichungen zwischen Theorie und Si-
mulation hin zu größeren σ sind verständlich, wenn man beachtet, dass größere
Teilchen bei konstanter Teilchendichte n einen größeren Volumenbruch mit sich
bringen. Wie weiter oben schon erwähnt, werden die Annahmen von homogener
Dichte und molekularem Chaos für dichtere Systeme aber zunehmend verletzt.

Der Inset von Abb. 3.7 zeigt den physikalisch interessanten Fall, dass die Teil-
chen alle die gleiche Massendichte ρ ∼ m/a3 besitzen und lediglich in ihrer
Größe variieren. Das Verhalten wird hier allerdings durch den starken Einfluss
des Massenverhältnisses ∆ dominiert, sodass sich ein qualitativ ähnliches Bild zu
Abb. 3.6 ergibt.
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Abbildung 3.6. Stationärer Wert des Temperaturverhältnisses γ als
Funktion des Massenverhältnisses ∆ für verschiedene Restitutions-
koeffizienten ε11. Die restlichen Parameter sind ν = 0.0146, σ = 1,
x1 = 1/2 und ε22 = ε12 = 1. Man beachte die logarithmische Mas-
senskala. Die Simulationsdaten wurden für N = 8000 Teilchen ge-
wonnen.

4Insbesondere liegt den einzelnen Werten nur jeweils ein einziger Simulationslauf zugrunde.
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3.4. Diskussion
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Abbildung 3.7. Stationärer Wert des Temperaturverhältnisses γ als
Funktion des Größenverhältnisses σ für verschiedene Restitutions-
koeffizienten ε11. Die restlichen Parameter sind n = 0.00348 (entspre-
chend ν = 0.0146 bei σ = 1), ∆ = 1, x1 = 1/2 und ε22 = ε12 = 1. Die
Simulationsdaten wurden für N = 8000 Teilchen gewonnen. Im In-
set wurde statt ∆ die Massendichte konstant gehalten, d. h. es gilt
∆ ∼ σ3

Im Folgenden sollen noch zwei Spezialfälle näher beleuchtet werden, die auch
in der Literatur schon diskutiert wurden [MP99, BMP02].

3.4.1. Der Tracer-Limit

Hierunter versteht man den Fall, dass die erste Spezies in verschwindender Kon-
zentration x1 → 0 in einem Bad aus elastischen Teilchen (ε22 = 1) schwimmt. Die
Spezifikation von ε11 erübrigt sich hier, da sich die Tracer-Teilchen im thermody-
namischen Limes nie treffen. In diesem Fall nimmt Gl. (3.17) die Form

dφ

dτ12
= −2

√
2

d
∆

1 + ∆

(
φ(Ã+

12 + A12∆−1)− ∆−1 Ã+
12

)
(3.18)

an. Als stationärer Wert wird hier das Ergebnis aus [MP99] bestätigt:

γ∞ =
1 + ε12

2 + (1− ε12)∆−1 (3.19)

unabhängig von σ. Insbesondere sind also die Tracer-Teilchen im inelastischen
Fall stets kühler als das Bad.
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Abbildung 3.8. Stationärer Wert der Temperatur des Tracer-Teilchens
im Verhältnis zur Bad-Temperatur als Funktion des Restitutionsko-
effizienten ε12 für Kollisionen von Bad- und Tracer-Teilchen für ver-
schiedene Werte des Massenverhältnisses ∆.

Für Brownsche Teilchen [BRG99] mit ∆ → ∞ lässt sich Gl. (3.19) noch einmal
zu γ∞ = 1+ε12

2 vereinfachen.
Auch das Erreichen des stationären Wertes lässt sich hier analytisch darstellen:

φ(τ)− φ∞ = (φ0 − φ∞)e−ωτ (3.20)

mit ω := 2
√

2
d

∆
1+∆ (Ã+

12 + A12∆−1). In der Stoßzeitskala wird das konstante Tem-
peraturverhältnis also exponentiell schnell erreicht [BRG99].

Der Tracer-Limit ist auch noch aus einem anderen Grund interessant: In [MP99]
wurde gezeigt, dass für die Tracer-Teilchen der HCS die exakte Verteilungsfunk-
tion darstellt.

3.4.2. Kopplung an ein elastisches Bad

Eine weitere Möglichkeit ist, die Temperatur der einen Teilchensorte fest vorzu-
geben und die andere, inelastische Sorte damit zu treiben [BMP02, BT02a, San03].

Mit ε22 = ε12 = 1 und T2 = const. gilt

dφ

dτ12
= −2d+1

d
x1

σd−1

(1 + σ)d−1
χ11

χ12
A11

φ
3
2√

1 + φ
+

2
√

2
d

∆
(1 + ∆)2 x2(∆−1 − φ). (3.21)

Setzt man die rechte Seite gleich Null, so erhält man eine implizite Gleichung für
den stationären Wert φ∞ = φ(τ12 → ∞).
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3.5. Zusammenfassung

Anhand von Abb. 3.9 ist zu erkennen, dass auch in diesem Fall die Temperatur
der inelastischen Teilchen hinter der Temperatur des Bades zurück bleibt.
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Abbildung 3.9. Temperatur der inelastischen Teilchen im Verhältnis zur
Bad-Temperatur als Funktion des Restitutionskoeffizienten ε12 für
verschiedene Konzentrationen der inelastischen Teilchen x1. Es gilt
stets σ = ∆ = 1.

3.5. Zusammenfassung

Im vorangehenden Kapitel habe ich gezeigt, wie man ausgehend vom Modell
der inelastischen harten Kugeln zu einer analytischen Beschreibung der Tem-
peraturentwicklung binärer Mischungen kommen kann. Der Vergleich mit ED-
Simulationen zeigte eine gute Übereinstimmung. Diese gilt insbesondere über
die ganze Zeitentwicklung und auch für nicht-stationäre Zustände.

Im Unterschied zu elastischen Gasen liegt i. A. keine Gleichverteilung der
Energie vor. Stattdessen stellt sich ein stationäres Temperaturverhältnis ein. Die
Abweichungen von der Gleichverteilung wachsen i. A. mit dem Grad der Dissi-
pation und mit der mechanischen Verschiedenheit der Teilchen.

Für lange Zeiten folgen auch die Komponenten einer binären Mischung wie-
der dem Haffschen Gesetz. Im Tracer-Limes konnte eine besonders einfache Dar-
stellung gewonnen werden. Im Ergebnis besitzen die Tracer-Teilchen stets eine
geringere Temperatur als das Bad. Schließlich kann auch die von Biben [BMP02]
vorgeschlagene Variante des granularen Treibens im Rahmen der vorgestellten
Theorie behandelt werden.
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3. Binäre Gemische inelastischer harter Kugeln

3.6. Ausblick

Ausgehend von dieser Arbeit sind eine ganze Reihe von Erweiterungen denkbar.
Auf der technischen Seite sollte man zunächst sicher die Abweichungen von der
Gaußverteilung über die Sonine-Polynome berücksichtigen. Unabhängig davon
könnte man auch versuchen, die Theorie auf raue Kugeln mit tangentialem Re-
stitutionskoeffizienten β oder gar mit Coulombscher Reibung auszudehnen. Die
Untersuchung viskoelastischer Teilchen wäre ebenfalls eine naheliegende Verall-
gemeinerung.

Als unabhängiges Projekt könnte man versuchen, eine bessere Näherung für
die Paarkorrelationsfunktion χαβ im Falle ∆ 6= 1 zu finden. Vorbereitend hierzu
wäre sicher eine systematische Simulationsstudie hilfreich.

Weiter könnte man über die zwei Sorten hinausgehen und Systeme betrach-
ten, deren Parameter vorgegebenen (evtl. schmalen) Verteilungen folgen. Unab-
hängig davon könnte man sich überlegen, ob man das Zerbrechen [KH99] oder
Verschmelzen von Teilchen in vereinfachter Form berücksichtigen könnte.

Die Berücksichtigung von Systemgrenzen (Container) und äußeren Feldern
(allen voran der Schwerkraft) [SGNT06] sind sicher ebenfalls lohnende Ansatz-
punkte. In diesen Bereich würden auch realistischere Mechanismen des Treibens
— wie etwa vibrierende Wände u. ä. — fallen.

Ebenfalls hochinteressant wäre es, inhomogene Systeme (Stichwort Clusterbil-
dung [LH99]) quantitativ zu beschreiben. Dies würde wahrscheinlich auch eine
Behandlung der Segregation [Kud04] erlauben.
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4. Korrelation von Rotation und
Translation in granularen Gasen

4.1. Einleitung

Im Folgenden soll untersucht werden, ob eine Korrelation zwischen Drehimpuls
ωi und Translationsgeschwindigkeit vi in einem granularen Gas vorliegt. Als Ob-
servable, die das Vorliegen einer solchen Korrelation anzeigt, soll der mittlere
Winkel θ zwischen der Winkelgeschwindigkeit ω und der linearen Geschwin-
digkeit v in der Form 〈

cos2 θ
〉

t :=
1
N ∑

i

(vi ·ωi)2

v2
i ω2

i
(4.1)

dienen. Im unkorrelierten Fall gilt
〈
cos2 θ

〉
t = 1/3. Abweichungen nach oben

weisen auf eine bevorzugt parallele Stellung der Geschwindigkeiten hin, wäh-
rend Abweichungen nach unten bedeuten, dass die Geschwindigkeiten bevor-
zugt senkrecht aufeinander stehen.

Was wird man erwarten? Die Entwicklung vollzieht sich auf drei Zeitskalen.
Ein typisches Szenario beginnt mit einer endlichen anfänglichen Translationstem-
peratur Ttr und einer kleinen (Trot � Ttr) oder verschwindenden (Trot = 0) Rota-
tionstemperatur. Die ersten Stöße der Teilchen werden also zwischen den beiden
Extremfällen, wie sie in der ersten und zweiten Zeile von Tabelle 4.1 dargestellt
sind, liegen. Es ist auch intuitiv klar, dass die Rotation zunächst durch streifende
Stöße aufgebaut werden wird und deshalb um eine Achse senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung einsetzt. In einer Anfangsphase wird also die Rotationsachse be-
vorzugt senkrecht auf der Richtung der Geschwindigkeit stehen:

〈
cos2 θ

〉
t < 1/3.

Gleichzeitig maximiert die senkrechte Ausrichtung aber auch die Dissipation der
Rotationsenergie.

Für Stöße von schon rotierenden Teilchen ist die Situation wesentlich kompli-
zierter. Wie in den weiteren Zeilen von Tabelle 4.1 zu erkennen ist, wird i. A.
eine nichttriviale Kombination von Rotations- und Translationsachse hergestellt.
Wenn man bedenkt, dass molekulares Chaos vorausgesetzt wurde, d. h. dass n̂
weder mit v noch mit ω korreliert ist, wird man erwarten, dass hierbei jegliche
Korrelation mit der Zeit zerfallen wird:

〈
cos2 θ

〉
t → 1/3.

Nun ist aber zu bedenken, dass sich ein stationäres Temperaturverhältnis R∗

(Gl. (2.21)) einstellt, welches i. A. von 1 verschieden ist. D. h. für die meisten
Parameterwerte überwiegt für lange Zeiten entweder die Translations- oder die
Rotationsenergie. In Tabelle 4.1 erkennt man nun, dass in den meisten Stoßsitua-
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4. Korrelation von Rotation und Translation in granularen Gasen

tionen wieder eine senkrechte Ausrichtung von v und ω angestrebt wird. Nach
einer komplizierten, weitgehend unkorrelierten Übergangsphase wird sich also
im Falle von R � 1 bzw. R � 1 wieder ein Wert

〈
cos2 θ

〉
t < 1/3 einstellen.

Ist dagegen R ≈ 1, so wird die dritte Zeitskala nie erreicht und man wird
allenfalls eine schwache Korrelation erwarten. Es gilt also

〈
cos2 θ

〉
t ≈ 1/3, und

auch die Situation
〈
cos2 θ

〉
t & 1/3 ist nicht mehr ausgeschlossen.

Ttr � Trot Trot � Ttr

δ = ηnv δ → ηnv δ → ηnv
n̂× δ = 0 n̂× δ → 0 n̂× δ → 0

δ = ηtv δ → ηtv δ → ηtv
n̂× δ = ηtn̂× v n̂× δ → ηtn̂× v n̂× δ → ηtn̂× v

δ = ηnv + aηtn̂×Ω δ → ηnv δ → aηtn̂×Ω

n̂× δ = −aηtΩ n̂× δ →−aηtΩ n̂× δ →−aηtΩ

δ = ηtv + aηtn̂×Ω δ → ηtv δ → aηtn̂×Ω

n̂× δ = ηtn̂× v− aηtΩ n̂× δ → ηtn̂× v n̂× δ →−aηtΩ

δ = ηnv δ → ηnv δ → ηnv
n̂× δ = 0 n̂× δ → 0 n̂× δ → 0

δ = ηtv + aηtn̂×Ω δ → ηtv δ → aηtn̂×Ω

n̂× δ = ηtn̂× v− aηtΩ n̂× δ → ηtn̂× v n̂× δ →−aηtΩ

Tabelle 4.1. Die wesentlich verschiedenen Stoßszenarien anhand von
Extrembeispielen. Die erste Spalte stellt die Situation dar. Die zweite
Spalte gibt die Änderung der vi bzw. ωi an. Dabei ist v := v1−v2 und
Ω := ω1 + ω2. In der dritten und vierten Spalte sind die Grenzfälle
für eine überwiegende Energieform angegeben.

4.2. Das Modell

Das ursprüngliche IHS-Modell (siehe Abschnitt 2.1) geht davon aus, dass kei-
ne Korrelation zwischen den linearen Geschwindigkeiten vi und den Winkelge-

34



4.3. Analytische Ergebnisse

schwindigkeiten ωi vorliegt. Die Verteilungsfunktion ρHCS (Gl. (2.6)) muss also
erweitert werden, um den Korrelationen Rechnung zu tragen.1

Analog zu den Abweichungen der Geschwindigkeitsverteilung vom gaußschen
Fall [GS95] (siehe auch Abschnitt 2.1), werden auch hier die Effekte der Korre-
lation in Form einer Entwicklung um die ursprüngliche HCS-Verteilung ange-
setzt. Die Abweichungen des mittleren Winkels θ sollen hier in eine Reihe von
Legendre-Polynomen Pn(cos θ) [JZ00] entwickelt werden

ρ ∼ ∏
j 6=l

Θ(rjl − 2a)

(
∑
n

bn(t)vn
l ωn

l Pn(θl)

)
exp

[
−

mv2
l

2Ttr(t)
−

Iω2
l

2Trot(t)

]
(4.2a)

mit zeitabhängigen Entwicklungskoeffizienten bn(t).
Die Legendre-Polynome ungerader Ordnung würden erlauben, zwischen ei-

ner parallelen und einer antiparallelen Ausrichtung der Vektoren zu unterschei-
den und können daher keinen Beitrag liefern. In niedrigster Ordnung muss die
Summe also bis n = 2 mitgeführt werden. Mit b(t) ≡ b2(t) setzt man somit an

ρ ∼ ∏
j 6=l

Θ(rjl − 2a)(1 + b(t)v2
l ω2

l P2(cos θl)) exp

[
−

mv2
l

2Ttr(t)
−

Iω2
l

2Trot(t)

]
(4.2b)

mit P2(cos θ) = 3/2(cos2 θ − 1/3). Die Idee ist wie üblich, dass die Terme höhe-
rer Ordnung schnell kleiner werden. Man hat auch Grund zur Annahme, dass
b(t)v2

l ω2
l P2(cos θl) � 1, da die Verteilungsfunktion ja auch ohne diesen Term

z. B. die Temperaturentwicklung hervorragend beschreiben kann. Aus diesem
Grund sollen in der folgenden Rechnung Terme der Ordnung O(b2(t)) vernach-
lässigt werden. Die unbekannte Funktion b(t) muss nun selbstkonsistent bestimmt
werden.

4.3. Analytische Ergebnisse

Der Ausdruck im Nenner von
〈
cos2 θ

〉
t erschwert einen analytischen Zugang be-

trächtlich. Deshalb soll zunächst die alternative Größe

∆ :=
1
N ∑

i

{
(vi ·ωi)2 − 1

3
v2

i ω2
i

}
(4.3)

betrachtet werden. Wie weiter unten gezeigt werden wird, lässt sich daraus der
mittlere Winkel zurückgewinnen.

Man überzeugt sich leicht, dass im unkorrelierten Fall ∆ = 0 gilt. Positive
Werte entsprechen wieder einer bevorzugt parallelen Stellung, während negati-
ve Werte durch eine senkrechte Ausrichtung der Geschwindigkeitsvektoren her-
vorgerufen werden. Da ∆ nicht normiert ist, ist eine quantitative Interpretation
schwierig.

1In die (unbekannten) exakte Verteilungsfunktion ρ würden natürlich auch die Korrelationen
eingehen.
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4. Korrelation von Rotation und Translation in granularen Gasen

Zunächst kann man ∆ einfach mit der neuen Verteilungsfunktion mitteln und
erhält so den Zusammenhang zwischen b(t) und 〈∆〉t. Wie in Abschnitt A.6 her-
geleitet, gilt

qm2a2 〈∆〉t =
30

qm2a2 b(t)T2
trT2

rot. (4.4)

Bildet man hiervon die Zeitableitung, so gilt

qm2a2 d
dt
〈∆〉t =

30
qm2a2 TtrTrot

(
ḃ(t)TtrTrot + 2b(t)

(
ṪtrTrot + TtrṪrot

))
. (4.5)

Wenn es nun also gelingt, d
dt 〈∆〉t unabhängig über den Liouville-Operator-Formal-

ismus zu berechnen, so erhält man eine selbstkonsistente Gleichung für b(t).
Kennt man einmal b(t), so auch mit Gl. (4.4) 〈∆〉t und wie in Abschnitt A.8 ge-
zeigt 〈

cos2 θ
〉

t =
1
3

+
6
5

b(t)
TtrTrot

qm2a2 . (4.6)

Wie durch den Ansatz nahe gelegt, parametrisiert die Funktion b(t) also die Ab-
weichung vom unkorrelierten Verhalten. Der Term TtrTrot

qm2a2 dient im Wesentlichen
nur dazu, b(t) einheitenlos zu machen.

Nach umfangreichen Rechnungen, die im Abschnitt A.5 skizziert sind, erhält
man

qm2a2 〈iL+∆〉t =−
(

A(0) + A(1)b(t)
TtrTrot

qm2a2

)
GT

3
2

tr Trot

−
(

B(0) + B(1)b(t)
TtrTrot

qm2a2

)
GT

1
2

tr T2
rot − C(0)GT

5
2

tr

(4.7)

mit den etwas unhandlichen Konstanten A(0), A(1), B(0), B(1) und C(0) aus Gl. (A.83)
und G aus Gl. (3.11).

Anhand der Rechnungen in Abschnitt A.7 erhält man die Bestimmungsglei-
chungen für die Temperaturen in der folgenden modifizierten Form

3
2

dTtr

dt
= −GAT

3
2

tr + GB
(

1− b(t)
2

TtrTrot

qm2a2

)
T

1
2

tr Trot

3
2

dTrot

dt
= GBT

3
2

tr − GC
(

1− b(t)
2

TtrTrot

qm2a2

)
T

1
2

tr Trot

(4.8)

mit A, B, C aus Gl. (2.18). Interessanterweise beeinflussen die Korrelationen nur
die Terme proportional zu Trot. D. h. der Einfluss der Rotationstemperatur Trot
auf die Änderung der Translationstemperatur Ttr erfährt eine Korrektur, nicht
aber die Änderung von Trot bedingt durch Ttr.

Setzt man nun Gl. (4.7) in Gl. (4.5) ein, so gilt

30
TtrTrot

qm2a2 ḃ(t) = −b(t)
TtrTrot

qm2a2

(
GA(1)T

1
2

tr + GB(1)T
1
2

tr
Trot

Ttr
+ 60

Ṫtr

Ttr
+ 60

Ṫrot

Trot

)
− GA(0)T

1
2

tr − GB(0)T
1
2

tr
Trot

Ttr
− GC(0)T

1
2

tr
Ttr

Trot
. (4.9)
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4.4. Diskussion

Die Gleichungen (4.8) und (4.9) bilden also ein System gekoppelter Differential-
gleichungen für die Unbekannten Ttr, Trot & b(t). Durch numerische Integration
lässt sich daraus dann die Zeitentwicklung für beliebige Systemparameter be-
stimmen. Damit ist das Hauptziel dieses Kapitels erreicht, nämlich einen analy-
tischen Ausdruck für

〈
cos2 θ

〉
t zu gewinnen.

4.4. Diskussion

Zunächst ist in Abb. 4.1 ein exemplarischer Verlauf von ∆(t) dargestellt. Der Ver-
gleich mit den Ergebnissen der Simulation zeigt, dass der gewählte Ansatz offen-
bar in der Lage ist, die wesentlichen Korrelationseffekte einzufangen. Insbeson-
dere bauen sich tatsächlich auch aus einem anfänglich unkorrelierten System mit
der Zeit Korrelationen auf, die einer Bevorzugung von ω ⊥ v entsprechen. Der
Vergleich mit der Temperaturentwicklung (ebenfalls in Abb. 4.1) zeigt, dass die
stärkste Korrelation wie erwartet mit der Phase des stärksten Anstiegs von Trot
zusammen fällt.
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Abbildung 4.1. Die Korrelationsfunktion ∆(t) und die Rotationstempe-
ratur Trot für ein System mit ε = 0.8, β = −0.8 und ν = 0.0146. Als
Anfangswerte wurden Ttr(0) = 1, Trot(0) = 10−4 und ∆(0) = 0 ge-
wählt. Die Simulation wurde mit 8000 Teilchen durchgeführt. Man
beachte die verschiedenen Skalen für die beiden Observablen und
die logarithmische Zeitskala.

Wie oben erwähnt, lässt sich ∆ kaum quantitativ interpretieren. Wenden wir
uns also der Größe

〈
cos2 θ

〉
t zu. In Abb. 4.2 ist zunächst erneut ein Vergleich von

Simulation und Theorie dargestellt. Man beachte vor allem das angesichts der
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Abbildung 4.2. Vergleich zwischen Simulation und Theorie des mittle-
ren Winkels für ε = 0.8, β = −0.8, ν = 0.0146 und den Anfangsbe-
dingungen Ttr(0) = 1 & Trot(0) = 0.001. Die Simulation wurde mit
8000 Teilchen durchgeführt. Dargestellt ist der Mittelwert aus zehn
Läufen.

Teilchenzahl unverhältnismäßig starke Rauschen. Es deutet darauf hin, dass die
Korrelation nur durch eine relativ kleine Auswahl an Teilchen bestimmt wird.
Die relativ großen Abweichungen für kleine Zeiten sind Ausdruck der großen
Empfindlichkeit der anfänglichen Entwicklung von

〈
cos2 θ

〉
t gegenüber kleinen

Störungen in den Anfangsbedingungen.
Durch Abb. 4.3 wird die Annahme die Korrelation werde durch wenige Teil-

chen dominiert unterstützt. Man erkennt, dass auch zum Zeitpunkt der stärks-
ten Korrelation die langsamen Teilchen in der verfügbaren (zugegebenermaßen
groben) Auflösung nicht von einer isotropen Winkelverteilung abweichen. Die
schnellen Teilchen dagegen zeigen eine Konzentration um die senkrechte Orien-
tierung (cos θ = 0) und bestimmen damit die Korrelationsfunktion

〈
cos2 θ

〉
t. Im

Falle verschwindender Korrelation weisen auch die schnellen Teilchen wieder
eine isotrope Winkelverteilung auf.

Abb. 4.4 zeigt den zeitlichen Verlauf von
〈
cos2 θ

〉
t für einige Paare von Resti-

tutionskoeffizienten. Auch diese Observable zeigt also den erwarteten anfäng-
lichen Aufbau einer Korrelation im Sinne von ω ⊥ v. Anschließend fällt der
mittlere Winkel wieder auf einen nahezu unkorrelierten Wert ab, um für große
Zeiten gegen einen stationären Wert ungleich 1/3 zu konvergieren. Die drei Zeits-
kalen aus der qualitativen Überlegung finden sich also auch in der analytischen
Betrachtung wieder. Ob die Bereiche mit

〈
cos2 θ

〉
t ≈ 1/3 durch die Theorie ad-
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Abbildung 4.3. Winkelverteilung für das System aus Abb. 4.2 zur Zeit
t = 30. Dargestellt ist der Anteil x der Teilchen als Funktion des Win-
kels θ. Aufgeteilt in schnelle (überdurchschnittliche Geschwindigkei-
ten) und langsame Teilchen (unterdurchschnittliche Geschwindigkei-
ten). Der Inset zeigt die selben Größen für t = 1× 104.
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Abbildung 4.4. Zeitliche Entwicklung des mittleren Winkels für eini-
ge Paare von Restitutionskoeffizienten. Der Volumenbruch beträgt
jeweils ν = 0.0146. Die Anfangsbedingungen sind Ttr(0) = 1 &
Trot(0) = 0. Der Inset zeigt das Verhalten für große Zeiten.
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4. Korrelation von Rotation und Translation in granularen Gasen

äquat wiedergegeben werden, ist nicht unmittelbar klar. Es wäre möglich, dass
hier Terme höherer Ordnung dominieren.
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Abbildung 4.5. Änderung der Temperaturentwicklung durch Berück-
sichtigung der Korrelationen. Aufgetragen sind das Verhältnisse der
Temperaturen mit Berücksichtigung der Korrelation (Gl. (4.8)) zu
dem unter der Annahme von verschwindenden Korrelationen be-
rechneten (Gl. (2.17)). Zum Vergleich ist auch noch einmal der Verlauf
des mittleren Winkels aus Abb. 4.4 eingezeichnet. Die Parameterwer-
te betragen ε = 0.8, β = −0.8 und ν = 0.0146 mit den Startwerten
Ttr(0) = 1 und Trot(0) = 2.5× 10−4.

Betrachtet man die Korrekturen der Temperaturentwicklung (Gl. (4.8)), wie sie
in Abb. 4.5 dargestellt sind, so fallen mehrere Dinge auf. Zum einen fällt nun er-
wartungsgemäß die Dissipation von Trot stärker aus. Zum anderen wachsen die
Abweichungen aber auch nicht beliebig an, sondern gehen ihrerseits gegen einen
konstanten Wert. Ebenfalls interessant erscheint mir, dass die Translationstempe-
ratur Ttr von der ersten korrelierten Phase offenbar unbeeinflusst bleibt.

Abb. 4.6 zeigt nun den stationären Wert von
〈
cos2 θ

〉
∞ in Abhängigkeit von

den Restitutionskoeffizienten. Auch hierfür lässt sich — wie in Abschnitt A.8.1
gezeigt – ein analytischer Ausdruck finden:

〈
cos2 θ

〉
∞ =

1
3
− 6

5
A(0) + B(0)R∗ + C(0)R∗−1

A(1) + B(1)R∗ + 40BR∗−1 − 40C
(4.10)

wobei R∗ den stationären Wert des Temperaturverhältnisses nach Gl. (2.21) be-
zeichnet. Tatsächlich ist also

〈
cos2 θ

〉
∞ < 1/3 für fast alle Parameterwerte. Inter-

essant ist auch, dass
〈
cos2 θ

〉
∞ für β → −1 einen Sprung macht. Für β ≡ −1 kann
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4.5. Zusammenfassung

natürlich keine Korrelation vorliegen und es gilt
〈
cos2 θ

〉
∞ = 1/3. In der Tat gilt

aber

lim
β→−1+

lim
t→∞

〈
cos2 θ

〉
t =

1
3
− 3

8
(1− ε)
(7− ε)

. (4.11)

Es kommt hier also auf die Reihenfolge der Grenzwerte an. Der Vergleich mit den
Simulationsdaten aus [BPTZ06] zeigt vor allem im Limes elastischer und glatter
Kugeln eine hervorragende Übereinstimmung, und im ganzen Wertebereich von
β gibt die Theorie das Verhalten zumindest qualitativ richtig wieder.
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Abbildung 4.6. Der stationäre Wert des mittleren Winkels
〈
cos2 θ

〉
∞ für

verschiedene normale Restitutionskoeffizienten ε als Funktion von
β. Man beachte, dass für fast alle Parameterwerte der stationäre Wert
kleiner als 1/3 ist. Auffällig ist auch der Sprung bei β = −1 (siehe
Text). Die Symbole sind DSMC-Daten von Pöschel [BPTZ06]

Abb. 4.7 gibt schließlich einen Überblick über die Parameterabhängigkeit des
mittleren Winkels. Nur innerhalb der schwarzen Konturlinien nimmt

〈
cos2 θ

〉
∞

Werte größer als 1/3 an. Für den Bereich β → −1 bestätigen sich auch die ein-
gangs angestellten Überlegungen, dass zwischen

〈
cos2 θ

〉
∞ ≈ 1/3 und R∗ ≈ 1 ein

Zusammenhang besteht. Für β → +1 ist die Situation weniger klar. Hier schei-
nen auch noch andere Effekte eine Rolle zu spielen.

4.5. Zusammenfassung

Im zweiten Teil dieser Arbeit wurde gezeigt, wie sich mittels eines relativ ein-
fachen Ansatzes ein weiterer Korrelationseffekt in granularen Gasen berücksich-
tigen lässt. Im Rahmen der angesetzten Näherung wurden exakte analytische
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4. Korrelation von Rotation und Translation in granularen Gasen

Ausdrücke abgeleitet. Die Gültigkeit der Theorie konnte durch Simulationen un-
terstützt werden.

In der zeitlichen Entwicklung der Korrelationen konnten drei Zeitskalen iden-
tifiziert werden:

1. zunächst ein Anwachsen der Korrelation auf Werte
〈
cos2 θ

〉
t < 1/3 während

sich die Rotationstemperatur aufbaut,

2. in einer Übergangsphase ein Zerfall der Korrelationen bis zu einem fast
unkorrelierten Zustand,

3. für lange Zeiten i. A. wieder ein Anwachsen der Korrelationen auf einen
stationären Wert

〈
cos2 θ

〉
∞ 6= 1/3.

Zu jeder Zeit ist das System dabei nur schwach korreliert.
Die Parameterabhängigkeit des stationären Wertes

〈
cos2 θ

〉
∞ konnte ansatz-

weise durch eine Betrachtung des vorherrschenden Energieform für t → ∞ er-
klärt werden. Es bleiben aber noch offene Fragen:

i. Wie ist das Verhalten für β → +1 zu verstehen?

ii. Wie kann man den Sprung bei β → −1 physikalisch verstehen?

iii. Was zeichnet die Systeme mit verschwindender Korrelation aus?

iv. Warum wird für manche Systeme eine parallele Stellung von v und ω be-
vorzugt?

4.6. Ausblick

Vordringlichste Aufgabe ist sicher, den Prozess, der zu den Korrelationen in den
verschiedenen Phasen der Zeitentwicklung führt, besser zu verstehen. Hierzu
könnten sicher auch systematische Simulationsstudien beitragen. Eventuell lohnt
es auch, nach aussagekräftigeren oder komplementären Observablen zu suchen.

Jeder Erweiterung des Modells müsste eine Studie vorangehen, die auslotet, in
welchem Ausmaß sich die Rechnungen mit Hilfe von Computer-Algebra-System-
en durchführen lassen. Die klassische Behandlung mit Papier & Bleistift dürf-
te hier an ihre Grenzen geraten sein. Ist die Automatisierung gelungen, könnte
man sicherlich auch Coulombsche Reibung [HHZ00] bzw. viskoelastische Teil-
chen [BSHP96] berücksichtigen.
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Abbildung 4.7. Der mittlere Winkel
〈
cos2 θ

〉
∞ als Funktion von ε & β.

Die schwarzen Konturlinien liegen bei
〈
cos2 θ

〉
∞ = 1/3, die helle mar-

kiert R∗ = 1.
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A. Anhang

A.1. Die Stoßgesetze

A.1.1. Für gleiche Massen

Die Definition der Restitutionskoeffizienten (2.1) bildet zusammen mit der Im-
pulserhaltung v′1 + v′2 = v1 + v2 und der Drehimpulserhaltung (2.2) ein Glei-
chungssystem zur Bestimmung der gestrichenen Größen v′1, v′2, ω′

1, ω′
2. Mit δ :=

v′2 − v2 gilt
v′1 = v1 − δ, v′2 = v2 + δ (A.1)

und 2δ = v12 − v′12.
Für die Normalkomponente erhält man so

2n̂ · δ = n̂ · g − n̂ · g′ = (1 + ε)(n̂ · v12) (A.2)

Aus der Drehimpulserhaltung folgt zunächst

Ω′
12 −Ω12 =

2
qa

n̂× δ (A.3)

und damit gilt für die Tangentialkomponente

2n̂× δ = n̂× g − n̂× g′ + an̂× (n̂×Ω′
12)− an̂× (n̂×Ω12)

= (1 + β)(n̂× g)− 2
q

n̂× δ
(A.4)

bzw. n̂× δ = ηtn̂× g. Aus n̂× (n̂× δ) = (n̂ · δ)n̂− δ erhält man dann schliesslich
δ in der Form von Gl. (2.4).

A.1.2. Für verschiedene Massen

gilt es zunächst die Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem auszudrücken.
Mit dem Gesamtimpuls des Systems P := m1v1 + m2v2 lauten die Geschwindig-
keiten im Schwerpunktsystem wie folgt

ṽ1 := v1 −
P

m1 + m2
=

m2

m1 + m2
v12

ṽ2 := v2 −
P

m1 + m2
= − m1

m1 + m2
v12

(A.5)
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Für den Impulsübertrag gilt also

2∆p := m1ṽ′1 −m2ṽ′2 − (m1ṽ1 −m2ṽ2) = 2µ(v′12 − v12) (A.6)

mit der reduzierten Masse µ := m1m2
m1+m2

. Da nur normale Restitution vorliegen soll,
muss ∆p = (n̂ · ∆p)n̂ gelten und damit

∆p = −µ(1 + ε)(n̂ · v12)n̂ (A.7)

Für die Geschwindigkeitsänderungen erhält man also die Form von Gl. (3.6).

A.2. Der gemischte Term in d = 2

Ausgehend von der Definition kann man die Rechnung zunächst auf nur ein Paar
von Teilchen einschränken. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit seien dies die
ersten beiden. Weiter soll das erste Teilchen auch der ersten Spezies angehören
und das zweite der zweiten. Von diesen Stößen gibt es dann, wie man sich leicht
überzeugt, 2N1N2 Stück und es gilt

〈
iL+

12E1
〉

t =

〈
1
2 ∑

k 6=l
iT12+

kl E1

〉
t

=
1
2 ∑

k 6=l

∫
dΓρ(t)iT12+

kl
1

N1

N1

∑
k=1

m1

2
v2

k

= − 1
2N1

2
N1N2∫

dΓ

∫
dΓv12 · r̂12Θ(−v12 · r̂12)δ(r12 − (a1 + a2))∆E12

(A.8)
wobei

2
m1

∆E12 := v′21 − v2
1 =

2
m1

v1 · ∆p +
∆p2

m2
1

= − 2µ

m1
(1 + ε12)(n̂ · v12)(n̂ · v1) +

µ2

m2
1
(1 + ε12)2(n̂ · v12)2

(A.9)

Um die Paarkorrelationsfunktion in diesem Ausdruck wiederfinden zu können,
schieben wir nun zwei Darstellungen der 1 ein (

∫
d2R1d2R2δ(R1 − r1)δ(R2 − r2))

〈
iL+

12E1
〉

t = − N2∫
dΓ

∫
∏

j
d2rjd2vjd2R1d2R2 ∏

l 6=j
Θ(rjl − (a1 + a2))

δ(R1 − r1)δ(R2 − r2)v12 · r̂12Θ(−v12 · r̂12)δ(r12 − (a1 + a2))

exp
[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
∆E12 (A.10)
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A.2. Der gemischte Term in d = 2

Setzt man nun die Definition der Paarkorrelationsfunktion aus Gl. (2.14) ein, so
besteht der Normierungsfaktor im Nenner nur noch aus Gaußintegralen. Die In-
tegrationen über die Geschwindigkeiten der Teilchen 3, . . . , N lassen sich eben-
falls sofort ausführen und man erhält〈

iL+
12E1

〉
t = −N2

V2

(
m1

2πT1

)(
m2

2πT2

) ∫
d2R1d2R2d2v1d2v2δ(R12 − (a1 + a2))

g(R12)v12 · R̂12Θ(−v12 · R̂12) exp
[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
∆E12 (A.11)

Die Substitution n := R12, erlaubt die Integration über d2R1:

〈
iL+

12E1
〉

t = n2

(
m1

2πT1

)(
m2

2πT2

) ∫
d2nd2v1d2v2Θ(−v12 · n̂)δ(n− (a1 + a2))

g(n)v12 · n̂ exp
[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
∆E12 (A.12)

Schreibt man nun n in Polarkoordinaten d2n = ndndφ (sodass n̂ · v12 = v12 cos φ),
so reduziert sich die Integration über den Radialteil zu einer Anwendung der δ-
Funktion, während die Θ-Funktion den Winkel φ auf das Intervall [π/2, 3π/2]
einschränkt. Es folgt

〈
iL+

12E1
〉

t = n2(a1 + a2)g(a1 + a2)
(

m1

2πT1

)(
m2

2πT2

)
∫ 3π

2

π
2

dφ
∫

d2v1d2v2v12 cos φ exp
[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
∆E12 (A.13)

Mit den Abkürzungen

N(2) :=
µ

2
n2(a1 + a2)g(a1 + a2)

(
m1

2πT1

)(
m2

2πT2

)
(A.14)

und

〈. . .〉2 :=
∫ 3π

2

π
2

dφ
∫

d2v1d2v2v12 cos φ exp
[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
(A.15)

bleibt also Folgendes zu bestimmen〈
iL+

12E1
〉

t ≡ −2(1 + ε12)N(2) 〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉2 +
µ

m1
(1 + ε12)2N(2) 〈(v12 · n̂)2〉

2

(A.16)
Für den ersten Term gilt

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉2 =
∫ 3π

2

π
2

dφ
∫

d2v1d2v2v2
12 cos2 φ(v1 · n̂) exp

[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
(A.17)
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A. Anhang

Substituiert man nun v2 → v := v12 und schreibt v1 in Polarkoordinaten d2v1 =
v1dv1dγ (sodass v1 · v = v1v cos γ), so erhält man

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉2 =
∫

d2v
∫ 3π

2

π
2

dφ
∫ ∞

0
dv1

∫ 2π

0
dγv2v2

1 cos2 φ cos(γ− φ)

exp
[
−1

2
m2T1 + m1T2

T1T2
v2

1

]
exp

[
−m2v2

2T2

]
exp

[
m2v1v

T2
cos γ

]
(A.18)

Mit cos(γ−φ) = cos γ cos φ + sin γ sin φ zeigt sich, dass nur der erste Term einen
endlichen Beitrag zur dφ-Integration liefert

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉2 = −4
3

∫
d2v

∫ ∞

0
dv1

∫ 2π

0
dγv2v2

1 cos γ

exp
[
−1

2
m2T1 + m1T2

T1T2
v2

1

]
exp

[
−m2v2

2T2

]
exp

[
m2v1v

T2
cos γ

]
(A.19)

Die dγ-Integration definiert nun die Bessel-Funktion 2π I1 (8.431.5 in [JZ00]).

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉2 = −8π

3

∫
d2v

∫ ∞

0
dv1v2v2

1 I1(m2vv1/T2)

exp
[
−1

2
m2T1 + m1T2

T1T2
v2

1

]
exp

[
−m2v2

2T2

]
(A.20)

Damit ist die dv1-Integration von der Form 6.631.4 in [JZ00], liefert also

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉2 = −8π

3
m2

T2

(T1T2)
2

(m2T1 + m1T2)
2

∫
d2vv3 exp

[
−m2v2

2T2

]
exp

[
m2

2
2

T1

T2

v2

m2T1 + m1T2

]
(A.21)

Schreibt man nun auch v in Polarkoordinaten und fasst die Exponentialfunktio-
nen zusammen, so erhält man

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉2 = −16π2

3
m2

T2

(T1T2)
2

(m2T1 + m1T2)
2∫ ∞

0
dvv4 exp

[
−m1m2

2
v2

m2T1 + m1T2

]
(A.22)

Es bleibt also lediglich eine Gaußintegration mit dem Ergebnis

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉2 = − 2
7
2 π

5
2

m
5
2
1 m

3
2
2

T1T2T1 (m2T1 + m1T2)
1
2 (A.23)
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A.2. Der gemischte Term in d = 2

Zur Berechnung des zweiten Terms kann man wie folgt vorgehen. Zunächst
gilt

〈
(v12 · n̂)2〉

2 =
∫ 3π

2

π
2

dφ
∫

d2v1d2v2(v12 cos φ)3 exp
[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
(A.24)

Geht man nun zu den Relativkoordinaten v := v12√
2

und V := v1+v2√
2

über, so erhält
man〈

(v12 · n̂)2〉
2 = 2

√
2
∫ 3π

2

π
2

dφ cos3 φ
∫

d2vd2Vv3

exp
[
−1

4

(
m1

T1
+

m2

T2

)
(v2 + V2)− 1

2

(
m1

T1
− m2

T2

)
v · V

]
(A.25)

Die dφ-Integration ist nun leicht auszuführen, und mit d2V = VdVdγ (sodass
v · V = vV cos γ) gilt

〈
(v12 · n̂)2〉

2 = −8
√

2
3

∫
d2v

∫ ∞

0
dV

∫ 2π

0
dγVv3

exp
[
−1

2
m1T2 −m2T1

T1T2
vV cos γ

]
exp

[
−1

4
m2T1 + m1T2

T1T2
(v2 + V2)

]
(A.26)

Die dγ-Integration definiert nun erneut eine Bessel-Funktion 2π I0 (8.431.3 in [JZ00]):

〈
(v12 · n̂)2〉

2 = −16
√

2
3

π
∫

d2vv3
∫ ∞

0
dVVI0

(
1
2

m1T2 −m2T1

T1T2
vV
)

exp
[
−1

4
m2T1 + m1T2

T1T2
V2
]

exp
[
−1

4
m2T1 + m1T2

T1T2
v2
]

(A.27)

Damit ist die dV-Integration wieder von der Form 6.631.4 in [JZ00] und man
erhält〈

(v12 · n̂)2〉
2 = −32

√
2

3
π

T1T2

m2T1 + m1T2

∫
d2vv3

exp

[
1
4

(m1T2 −m2T1)
2

m2T1 + m1T2

v2

T1T2

]
exp

[
−1

4
m2T1 + m1T2

T1T2
v2
]

(A.28)

Schreibt man schließlich auch v in Polarkoordinaten d2v = vdvdψ, so ist die Win-
kelintegration trivial〈

(v12 · n̂)2〉
2 = −64

√
2

3
π2 T1T2

m2T1 + m1T2

∫
dvv4 exp

[
− m1m2v2

m2T1 + m1T2

]
(A.29)

und ein letztes Gaußintegral liefert〈
(v12 · n̂)2〉

2 = −8
√

2
(

π

m1m2

) 5
2

T1T2 (m2T1 + m1T2)
3
2 (A.30)

Zusammenfassen und Identifikation der Konstanten liefert dann den Ausdruck
(3.11).
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A. Anhang

A.3. Der gemischte Term in d = 3

Die Rechnungen für den Fall d = 3 sind im Prinzip zu denen im Fall d = 2
analog. Insbesondere gilt

〈
iL+

12E1
〉

t =

〈
1
2 ∑

k 6=l
iT12+

kl E1

〉
t

=
1
2 ∑

k 6=l

∫
dΓρ(t)iT12+

kl
1

N1

N1

∑
k=1

m1

2
v2

k (A.31)

sowie

〈
iL+

12E1
〉

t = n2

(
m1

2πT1

) 3
2
(

m2

2πT2

) 3
2 ∫

d3nd3v1d3v2Θ(−v12 · n̂)δ(n− (a1 + a2))

g(n)v12 · n̂ exp
[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
∆E12 (A.32)

Schreibt man nun n in Kugelkoordinaten d3n = n2 sin φdndγdφ (mit v12 · n̂ =
v12 cos φ), so entpuppt sich die dn-Integration als Anwendung der δ-Funktion.
Die Θ-Funktion schränkt die dφ-Integration auf das Intervall [π/2, π] ein:

〈
iL+

12E1
〉

t = 2π(a1 + a2)2g(a1 + a2)n2

(
m1

2πT1

) 3
2
(

m2

2πT2

) 3
2 ∫ π

π
2

dφ
∫

d3v1d3v2

v12 cos φ sin φ exp
[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
∆E12 (A.33)

Mit

N(3) :=
µ

2
(a1 + a2)2g(a1 + a2)n2

(
m1

2πT1

) 3
2
(

m2

2πT2

) 3
2

(A.34)

und

〈. . .〉3 :=
∫ π

π
2

dφ
∫ 2π

0
dγ
∫

d3v1d3v2v12 cos φ sin φ exp
[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
(A.35)

gilt nun also〈
iL+

12E1
〉

t ≡ −2(1 + ε12)N(3) 〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉3 +
µ

m1
(1 + ε12)2N(3) 〈(v12 · n̂)2〉

3

(A.36)
Zum ersten Term:

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉3 =
∫ π

π
2

dφ
∫ 2π

0
dγ
∫

d3v1d3v2v2
12 cos2 φ sin φ(v1 · n̂)

exp
[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
(A.37)
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A.3. Der gemischte Term in d = 3

Mit der Substitution d3v2 → −d3v ≡ −d3v12 erhält man

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉3 = −
∫ π

π
2

dφ
∫ 2π

0
dγ
∫

d3v1d3vv2 cos2 φ sin φ(v1 · n̂)

exp
[
−1

2
m2T1 + m1T2

T1T2
v2

1

]
exp

[
−m2v2

2T2

]
exp

[
m2v1 · v

T2

]
(A.38)

Schreibt man nun auch v1 in Kugelkoordinaten d3v1 = v2
1 sin ψdv1dαdψ. Von den

drei Summanden des Skalarprodukts v1 · n̂ liefert nur der dritte einen endlichen
Beitrag. Die dα- und dγ-Integrationen sind dann trivial

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉3 = −4π2
∫ π

π
2

dφ
∫ π

0
dψ
∫ ∞

0
dv1

∫
d3vv2v3

1

cos3 φ sin φ cos ψ sin ψ exp
[
−1

2
m2T1 + m1T2

T1T2
v2

1

]
exp

[
−m2v2

2T2

]
exp

[
m2v1v

T2
cos ψ

]
(A.39)

Die dφ-Integration liefert nun einen Faktor −1/4. Schreibt man schließlich auch
v in Kugelkoordinaten d3v = v2dvdv̂, so kann man unmittelbar über den Raum-
winkel dv̂ integrieren.

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉3 = 4π3
∫ π

0
dψ
∫ ∞

0
dv1

∫ ∞

0
dvv4v3

1 cos ψ sin ψ

exp
[
−1

2
m2T1 + m1T2

T1T2
v2

1

]
exp

[
−m2v2

2T2

]
exp

[
m2v1v

T2
cos ψ

]
(A.40)

Nach einer partiellen Integration definiert, die dψ-Integration wieder eine Bessel-

Funktion −
√

2π
x I 3

2
(x) (8.431.3 in [JZ00])

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉3 = −4
√

2π
7
2

√
T2

m2

∫ ∞

0
dv1

∫ ∞

0
dvv

7
2 v

5
2
1

I 3
2
(m2v1v/T2) exp

[
−1

2
m2T1 + m1T2

T1T2
v2

1

]
exp

[
−m2v2

2T2

]
(A.41)

Anwendung der nun hinlänglich bekannten Formel liefert

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉3 = −4
√

2π
7
2 m2

(T1)
5
2 (T2)

3
2

(m2T1 + m1T2)
5
2∫ ∞

0
dvv5 exp

[
−1

2
m1m2v2

m2T1 + m1T2

]
(A.42)
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A. Anhang

und nach dem letzten Gaußintegral

〈(v12 · n̂)(v1 · n̂)〉3 = −32
√

2π
7
2

m3
1m2

2
(T1)

5
2 (T2)

3
2 (m2T1 + m1T2)

1
2 (A.43)

Für den zweiten Term gilt

〈
(v12 · n̂)2〉

3 =
∫ π

π
2

∫ 2π

0
dγdφ

∫
d3v1d3v2 sin φ(v12 cos φ)3 exp

[
−m1v2

1
2T1

− m2v2
2

2T2

]
(A.44)

Die Winkelintegrationen sind nun leicht auszuführen, und nach der Substitution
(v1, v2) → (v, V) erhält man〈

(v12 · n̂)2〉
3 = −

√
2π
∫

d3v
∫

d3Vv3 exp
[
− m1

4T1
(v + V)2 − m2

4T2
(v− V)2

]
(A.45)

Schreibt man nun V in Kugelkoordinaten d3V = V2 sin ψdVdαdψ (sodass v ·V =
vV cos ψ) und ebenso d3v = v2dvdv̂, so sind die dv̂- und die dα-Integration trivial

〈
(v12 · n̂)2〉

3 = −8
√

2π3
∫ ∞

0
dvv5

∫ ∞

0
dV

∫ π

0
dψV2 sin ψ

exp
[
−1

2
m1T2 −m2T1

T2T1
vV cos ψ

]
exp

[
−1

4
m2T1 + m1T2

T2T1
V2
]

exp
[
−1

4
m2T1 + m1T2

T2T1
v2
]

(A.46)

Die dψ-Integration definiert nun die Bessel-Funktion
√

2π
x I 1

2
(x) = 2 sinh x

x (8.431.3
in [JZ00])

〈
(v12 · n̂)2〉

3 = −32
√

2π3 T2T1

m1T2 −m2T1

∫ ∞

0
dvv4

∫ ∞

0
dVV

sinh
(

1
2

m1T2 −m2T1

T2T1
vV
)

exp
[
−1

4
m2T1 + m1T2

T2T1
V2
]

exp
[
−1

4
m2T1 + m1T2

T2T1
v2
]

(A.47)

Die dV-Integration liefert nun nach 6.631.4 in [JZ00]

〈
(v12 · n̂)2〉

3 = −32
√

2π
7
2

(T2T1)
3
2

(m2T1 + m1T2)
3
2

∫ ∞

0
dvv5 exp

[
− m1m2

m2T1 + m1T2
v2
]

(A.48)
und ein letztes Gauß-Integral ergibt

〈
(v12 · n̂)2〉

3 = −32
√

2
m3

1m3
2

π
7
2 (T2T1)

3
2 (m2T1 + m1T2)

3
2 (A.49)
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A.4. Das Temperaturverhältnis γ

A.4. Das Temperaturverhältnis γ

In diesem Abschnitt gelte ˙ = d
dτ12

. Ausgehend von

γ̇ =
Ṫ1

T2
− γ

Ṫ2

T2
(A.50)

erhält man mit

Ṫ1

T2
= −4

d
x1

G11

G12
A11

γ
3
2

√
γ + ∆

− 2
√

2
d

1
1 + ∆

x2A12γ +
2
√

2
d

∆
1 + ∆

x2Ã+
12(1− γ)

(A.51)
und

Ṫ2

T2
= −4

d
x2

G11

G12
A22

1√
γ + ∆

− 2
√

2
d

∆
1 + ∆

x1A12 +
2
√

2
d

∆
1 + ∆

x1Ã+
12(γ− 1)

(A.52)
sowie

G11

G12
=

(2σ)d−1

(1 + σ)d−1
χ11

χ12
(A.53)

G22

G12
=

2d−1

(1 + σ)d−1
χ22

χ12

√
∆ (A.54)

das Temperaturverhältnis in der Form von Gl. (3.16).

A.5. Berechnung von ∆

Ausgehend von

〈iL+∆〉t = −8πna2g(2a)
(

m
2πTtr

)3 ( I
2πTrot

)3 ∫
d3v1d3v2d3ω1d3ω2

(n̂ · v12)
{

1 + b(t)(v2
1ω2

1P2(cos θ1) + v2
2ω2

2P2(cos θ2))
}

exp
[
−m(v2

1 + v2
2)

2Ttr
− I(ω2

1 + ω2
2)

2Trot

]
δ∆ (A.55)

mit δ∆ = (b+
12 − 1)∆ ist der erste Schritt das Umschreiben in Relativkoordinaten.

Für die Legendre-Polynome bedeutet dies

4
3

v2
1ω2

1P2(cos θ1) +
4
3

v2
2ω2

2P2(cos θ2) = (V ·Ω)2 + (v ·ω)2 + (V ·ω)2 + (v ·Ω)2

+ 2(V ·Ω)(v ·ω) + 2(V ·ω)(v ·Ω)

− 1
3
(V2 + v2)(Ω2 + ω2)− 4

3
(V · v)(Ω ·ω) (A.56)
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Außerdem erweist es sich als praktisch, diese neuen Mittelwerte zu definieren:

〈. . .〉0 :=
∫

d3vd3Vd3ωd3ΩΘ(−v · n̂)(n̂ · v) exp
[
−m(v2 + V2)

2Ttr
− I(ω2 + Ω2)

2Trot

]
(A.57)

〈. . .〉1 :=
∫

d3vd3Vd3ωd3Ωn̂ · vΘ(−n̂ · v) exp
[
−m(v2 + V2)

2Ttr
− I(ω2 + Ω2)

2Trot

]
{

(V ·Ω)2 + (V ·ω)2 + (v ·Ω)2 + (v ·ω)2 − 1
3
(V2 + v2)(Ω2 + ω2)

}
(A.58)

〈. . .〉1′ :=
∫

d3vd3Vd3ωd3Ω(n̂ · v)Θ(−n̂ · v){
(V ·Ω)(v ·ω) + (V ·ω)(v ·Ω)− 2

3
(V · v)(Ω ·ω)

}
exp

[
−m(v2

1 + v2
2)

2Ttr
− I(ω2

1 + ω2
2)

2Trot

]
(A.59)

Mit der Aufspaltung d
dt 〈∆〉t ≡ d

dt 〈∆〉
(0)
t + b(t) d

dt 〈∆〉
(1)
t gilt also

d
dt
〈∆〉(0)

t = −8
√

2πna2g(2a)
(

m
2πTtr

)3 ( I
2πTrot

)3

〈δ∆〉0 (A.60)

und

d
dt
〈∆〉(1)

t = −6
√

2πna2g(2a)
(

m
2πTtr

)3 ( I
2πTrot

)3

(〈δ∆〉1 + 2 〈δ∆〉1′) (A.61)

A.5.1. Der Anteil ∆1

Um δ∆1 := (b+
12 − 1)((v1 ·ω1)2 + (v2 ·ω2)2) ausschreiben zu können, benötigen

wir folgende Identitäten:

(v′1 ·ω′
1)

2 = (v1 ·ω1)2 + (δ ·ω1)2 +
1

q2a2 (v1 · (n̂× δ))2

− 2(v1 ·ω1)(δ ·ω1) +
2
qa

(v1 ·ω1)(n̂× δ) · v1

− 2
qa

(δ ·ω1)(n̂× δ) · v1 (A.62a)

(v′2 ·ω′
2)

2 = (v2 ·ω2)2 + (δ ·ω2)2 +
1

q2a2 (v2 · (n̂× δ))2

+ 2(v2 ·ω2)(δ ·ω2) +
2
qa

(v2 ·ω2)(n̂× δ) · v2

+
2
qa

(δ ·ω2)(n̂× δ) · v2 (A.62b)
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Das Umschreiben in Relativkoordinaten ermöglichen nun diese Identitäten

(δ ·ω1)2 + (δ ·ω2)2 = (δ ·ω)2 + (δ ·Ω)2 (A.63a)

(v2 ·ω2)(δ ·ω2)− (v1 ·ω1)(δ ·ω1) = −
√

2
2

(δ ·Ω)(v ·Ω + V ·ω)

−
√

2
2

(δ ·ω)(v ·ω + V ·Ω) (A.63b)

((n̂× δ) · v1)2 + ((n̂× δ) · v2)2 = ((n̂× δ) · v)2 + ((n̂× δ) · V)2 (A.63c)

(v1 ·ω1)(n̂× δ) · v1 + (v2 ·ω2)(n̂× δ) · v2

=
√

2
2

(v ·Ω + V ·ω)(n̂× δ) · v +
√

2
2

(v ·ω + V ·Ω)(n̂× δ) · V (A.63d)

(δ ·ω2)(n̂× δ) · v2− (δ ·ω1)(n̂× δ) · v1 = −(δ ·Ω)(n̂× δ) · v− (δ ·ω)(n̂× δ) ·V
(A.63e)

Nun ist noch der Ausdruck für δ einzusetzen. Ermöglicht wird dies durch die
Identitäten

δ ·ω =
√

2ηt(v ·ω) +
√

2(ηn − ηt)(n̂ · v)(n̂ ·ω) +
√

2ηta(n̂×Ω) ·ω

δ ·Ω =
√

2ηt(v ·Ω) +
√

2(ηn − ηt)(n̂ · v)(n̂ ·Ω)
(A.64a)

(n̂× δ) · v =
√

2ηta((n̂ ·Ω)(n̂ · v)−Ω · v)

(n̂× δ) · V =
√

2ηt((n̂× v) · V + a(n̂ ·Ω)(n̂ · V)− a(Ω · V))
(A.64b)

Mittelt man nun über den HCS, so erhält man die

Terme nullter Ordnung

Beachtet man, dass alle Terme mit ungeraden Potenzen von V , ω oder Ω aus
Symmetriegründen verschwinden, so ergeben sich folgende Beiträge

〈
(δ ·ω)2 + (δ ·Ω)2〉

0 = 4η2
t
〈
(v ·ω)2〉

0 + 4(ηn − ηt)2 〈(n̂ · v)2(n̂ ·ω)2〉
0

+ 2η2
t a2 〈((n̂×Ω) ·ω)2〉

0 + 8ηt(ηn − ηt) 〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(v ·ω)〉0 (A.65a)

√
2

2
〈(δ ·Ω)(v ·Ω + V ·ω) + (δ ·ω)(v ·ω + V ·Ω)〉0

= 2ηt
〈
(v ·ω)2〉

0 + 2(ηt − ηn) 〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(v ·ω)〉0 (A.65b)
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〈
((n̂× δ) · v)2 + ((n̂× δ) · V)2〉

0 = 2η2
t a2 〈(n̂ · v)2(n̂ ·ω)2〉

0

+ 2η2
t a2 〈(n̂ · V)2(n̂ ·ω)2〉

0 + 2η2
t a2 〈(v ·ω)2〉

0 + 2η2
t a2 〈(ω · V)2〉

0

− 4η2
t a2 〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(·v ·ω)〉0 − 4η2

t a2 〈(n̂ · V)(n̂ ·ω)(V ·ω)〉0

+ 2η2
t
〈
((n̂× v) · V)2〉

0 (A.65c)

√
2

2
〈(v ·Ω + V ·ω)(n̂× δ) · v + (v ·ω + V ·Ω)(n̂× δ) · V〉0

= ηta 〈(n̂ · V)(n̂ ·ω)(V ·ω)〉0 − ηta
〈
(ω · V)2〉

0

+ ηta 〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(·v ·ω)〉0 − ηta
〈
(v ·ω)2〉

0 (A.65d)

〈(δ ·Ω)(n̂× δ) · v + (δ ·ω)(n̂× δ) · V〉0 = 2η2
t a 〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(·v ·ω)〉0

− 2η2
t a
〈
(v ·ω)2〉+ 2ηt(ηn − ηt)a

〈
(n̂ · v)2(n̂ ·ω)2〉

0

− 2ηt(ηn − ηt)a 〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(v ·ω)〉0 (A.65e)

Zusammengefasst also

〈δ∆1〉0 = 2
(

2η2
t − 2ηt +

η2
t

q2 −
ηt

q
+

2η2
t

q

) 〈
(v ·ω)2〉

0 + 2
ηt

q

(
ηt

q
− 1
) 〈

(ω · V)2〉
0

+ 2
(

2(ηn − ηt)2 +
η2

t
q2 −

2ηt

q
(ηn − ηt)

) 〈
(n̂ · v)2(n̂ ·ω)2〉

0

+ 2
η2

t
q2

〈
(n̂ · V)2(n̂ ·ω)2〉

0 + 2η2
t a2 〈((n̂×Ω) ·ω)2〉

0 + 2
η2

t
q2a2

〈
((n̂× v) · V)2〉

0

+ 4
(

(2ηt − 1)(ηn − ηt)−
η2

t
q2 +

1
2

ηt

q
− η2

t
q

+
ηt

q
(ηn − ηt)

)
〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(v ·ω)〉0

− 2ηt

q

(
2ηt

q
− 1
)
〈(n̂ · V)(n̂ ·ω)(V ·ω)〉0 (A.66)

Einsetzen der Integrale aus Abschnitt A.5.3 und erneutes Zusammenfassen lie-
fert

qm2a2 〈iL+∆1〉(0)
t = A(0)

1 GT
3
2

tr Trot + B(0)
1 GT

1
2

tr T2
rot + C(0)

1 GT
5
2

tr (A.67)

mit

A(0)
1 :=

2ηt

q

(
ηt

q
− 1
)
− 2η2

t
q

+ 2ηt(ηt − 1) + 2ηn(ηn − 1) (A.68a)

B(0)
1 :=

η2
t

q
(A.68b)

C(0)
1 :=

η2
t

q
(A.68c)
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Term erster Ordnung

Die Beiträge zu 〈δ∆〉1 sind exakt die gleichen wie in Gl. (A.66)1 mit der einzigen
Ausnahme, dass der Term

〈
((n̂× v) · V)2〉

0 nun von vornherein als verschwin-
dend erkannt werden kann.

Zu 〈δ∆〉1′ tragen folgende Terme bei

〈(δ ·Ω)(V ·ω)〉1′ =
√

2ηt 〈(v ·Ω)(V ·ω)〉1′

+
√

2(ηn − ηt) 〈(n̂ · v)(n̂ ·Ω)(V ·ω)〉1′ (A.69a)

〈(δ ·ω)(V ·Ω)〉1′ =
√

2ηt 〈(v ·ω)(V ·Ω)〉1′

+
√

2(ηn − ηt) 〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(V ·Ω)〉1′ (A.69b)

〈(V ·ω)(n̂× δ) · v〉1′ =
√

2ηta 〈(n̂ · v)(n̂ ·Ω)(V ·ω)〉1′

−
√

2ηta 〈(v ·Ω)(V ·ω)〉1′ (A.69c)

〈(v ·ω)(n̂× δ) · V〉1′ =
√

2ηta 〈(n̂ · V)(n̂ ·Ω)(v ·ω)〉1′

−
√

2ηta 〈(v ·ω)(V ·Ω)〉1′ (A.69d)

〈(δ ·ω)(n̂× δ) · V〉1′ = 2η2
t a 〈(n̂ · V)(n̂ ·Ω)(v ·ω)〉1′ − 2η2

t a 〈(v ·ω)(V ·Ω)〉1′

+ 2ηt(ηn − ηt)a 〈(n̂ · v)(n̂ · V)(n̂ ·ω)(n̂ ·Ω)〉1′

− 2ηt(ηn − ηt)a 〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(V ·Ω)〉1′

+ 2η2
t a 〈((n̂×Ω) ·ω)((n̂× v) · V)〉1′ (A.69e)

Zusammengefasst also

〈δ∆1〉1′ =
(

4η2
t

q
− 4ηt

q
− 4ηt

)
〈(v ·ω)(V ·Ω)〉1′

+
(

4
(

ηt

q
− 1
)

(ηn − ηt) +
2ηt

q

)
〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(V ·Ω)〉1′

+
2ηt

q
(1− 2ηt) 〈(n̂ · V)(n̂ ·Ω)(v ·ω)〉1′

− 4ηt

q
(ηn − ηt) 〈(n̂ · v)(n̂ · V)(n̂ ·ω)(n̂ ·Ω)〉1′

− 4η2
t

q
〈((n̂× v) · V)((n̂×Ω) ·ω)〉1′ (A.70)

1natürlich sind die Mittelungen entsprechend zu ersetzen
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und damit

qm2a2 〈iL+∆1〉(1)
t =

A(1)
1 G

qm2a2 T
5
2

tr T2
rot +

B(1)
1 G

qm2a2 T
3
2

tr T3
rot (A.71)

mit

A(1)
1 :=

3η2
t

q2 +
13η2

t
q

− 22ηt

q
+

12ηnηt

q
+ 12ηnηt + 6(η2

t + η2
n)− 22(ηt + ηn)

(A.72a)

B(1)
1 := −η2

t
q

(A.72b)

A.5.2. Der Anteil ∆0

Ausgehend von

v′1
2 :=

1
2
(V + v)2 −

√
2(V + v) · δ + δ2

v′2
2 :=

1
2
(V − v)2 +

√
2(V − v) · δ + δ2

(A.73a)

ω′
1

2 :=
1
2
(Ω + ω)2 +

√
2

qa
(n̂× δ) · (Ω + ω) +

1
q2a2 (n̂× δ)2

ω′
2

2 :=
1
2
(Ω−ω)2 +

√
2

qa
(n̂× δ) · (Ω−ω) +

1
q2a2 (n̂× δ)2

(A.73b)

erhält man

δ∆0 =
√

2
qa

v2(n̂× δ) ·Ω +
√

2
qa

V2(n̂× δ) ·Ω +
1

q2a2 v2(n̂× δ)2 +
1

q2a2 V2(n̂× δ)2

−
√

2(v · δ)(ω2 + Ω2)− 4
qa

(v · δ)(n̂× δ) ·Ω− 2
√

2
q2a2 (v · δ)(n̂× δ)2

+ δ2(ω2 + Ω2) +
2
√

2
qa

δ2(n̂× δ) ·Ω +
2

q2a2 δ2(n̂× δ)2

+ 2(v · V)(ω ·Ω) +
2
√

2
qa

(v · V)(n̂× δ) ·ω

− 2
√

2(V · δ)(ω ·Ω)− 4
qa

(V · δ)(n̂× δ) ·ω (A.74)

und mit den Ersetzungen

(n̂× δ) ·Ω =
√

2ηt((n̂× v) ·Ω− a(n̂×Ω)2) (A.75a)

(n̂× δ)2 = 2η2
t ((n̂× v)2 + a2(n̂×Ω)2 − 2a(n̂× v) ·Ω) (A.75b)

δ2 = 2η2
t v2 + 2(η2

n − η2
t )(n̂ · v)2 + 2η2

t a2(n̂×Ω)2 − 4η2
t a(n̂× v) ·Ω

(A.75c)

v · δ =
√

2ηtv2 +
√

2(ηn − ηt)(n̂ · v)2 −
√

2ηta(n̂× v) ·Ω (A.75d)
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zunächst wieder die

Terme nullter Ordnung

Folgende Terme liefern einen Beitrag:

〈
v2(n̂× δ) ·Ω

〉
0 = −

√
2ηta

〈
v2(n̂×Ω)2〉

0 (A.76a)

〈
v2(n̂× δ)2〉

0 = 2η2
t
〈
v2(n̂× v)2〉

0 + 2η2
t a2 〈v2(n̂×Ω)2〉

0 (A.76b)

〈
(v · δ)ω2〉

0 =
√

2ηt
〈
v2ω2〉

0 +
√

2(ηn − ηt)
〈
(n̂ · v)2ω2〉

0 (A.76c)

〈(v · δ)(n̂× δ) ·Ω〉0 = −2η2
t a
〈
v2(n̂×Ω)2〉

0− 2ηta(ηn− ηt)
〈
(n̂ · v)2(n̂×Ω)2〉

0

− 2η2
t a
〈
((n̂× v) ·Ω)2〉

0 (A.76d)

〈
(v · δ)(n̂× δ)2〉

0 = 2
√

2η3
t
〈
v2(n̂× v)2〉

0 + 2
√

2η3
t a2 〈v2(n̂×Ω)2〉

0

+ 2
√

2η2
t (ηn − ηt)

〈
(n̂ · v)2(n̂× v)2〉

0 + 2
√

2η2
t a2(ηn − ηt)

〈
(n̂ · v)2(n̂×Ω)2〉

0

+ 4
√

2η3
t a2 〈((n̂× v) ·Ω)2〉

0 (A.76e)

〈
δ2ω2〉

0 = 2η2
t
〈
v2ω2〉

0 + 2(η2
n − η2

t )
〈
(n̂ · v)2ω2〉

0 + 2η2
t a2 〈(n̂×Ω)2ω2〉

0
(A.76f)〈

δ2Ω2〉
0 = 2η2

t
〈
v2ω2〉

0 + 2(η2
n − η2

t )
〈
(n̂ · v)2ω2〉

0 + 2η2
t a2 〈(n̂×Ω)2Ω2〉

0
(A.76g)

〈
δ2(n̂× δ) ·Ω

〉
0 = −2

√
2η3

t a
〈
v2(n̂×Ω)2〉

0− 2
√

2ηta(η2
n− η2

t )
〈
(n̂ · v)2(n̂×Ω)2〉

0

− 2
√

2η3
t a3
〈
(n̂×Ω)4

〉
0
− 4

√
2η3

t a
〈
((n̂× v) ·Ω)2〉

0 (A.76h)

〈
δ2(n̂× δ)2〉

0 = 4η4
t
〈
v2(n̂× v)2〉

0 + 4η2
t (η2

n − η2
t )
〈
(n̂ · v)2(n̂× v)2〉

0

+ 4η4
t a2 〈(n̂×Ω)2(n̂× v)2〉

0 + 4η4
t a2 〈v2(n̂×Ω)2〉

0

+ 4η2
t (η2

n − η2
t )a2 〈(n̂ · v)2(n̂×Ω)2〉

0 + 4η4
t a4
〈
(n̂×Ω)4

〉
0

+ 16η4
t a2 〈((n̂× v) ·Ω)2〉

0 (A.76i)
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Zusammengefasst also

〈δ∆0〉0 =
2ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

(2ηt− 1)2 〈v2(n×Ω)2〉
0 +

2ηt

q

(
ηt

q
− 1
) 〈

V2(n×Ω)2〉
0

+
2η2

t
q2a2 (2ηt − 1)2 〈v2(n̂× v)2〉

0 +
2η2

t
q2a2

〈
V2(n̂× v)2〉

0

+ 4ηt(ηt − 1)
〈
v2ω2〉

0 + 4(η2
n − ηn − η2

t + ηt)
〈
(n̂ · v)2ω2〉

0

+
8ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

(η2
n − ηn − η2

t + ηt)
〈
(n̂ · v)2(n̂×Ω)2〉

0

+
8η2

t
q

(
2ηt

q
− 1
)

(2ηt − 1)
〈
((n̂× v) ·Ω)2〉

0

+
8η2

t
q2a2 (η2

n − ηn − η2
t + ηt)

〈
(n̂ · v)2(n̂× v)2〉

0 + 2η2
t a2 〈(n̂×Ω)2ω2〉

0

+ 2η2
t a2 〈(n̂×Ω)2Ω2〉

0 +
8η3

t
q

a2
(

ηt

q
− 1
)〈

(n̂×Ω)4
〉

0
+

8η4
t

q2

〈
(n̂×Ω)2(n̂× v)2〉

0

(A.77)

Nach einsetzen der Integrale somit

qm2a2 〈iL+∆0〉t = A(0)
0 GT

3
2

tr Trot + B(0)
0 GT

1
2

tr T2
rot + C(0)

0 GT
5
2

tr (A.78)

mit

A(0)
0 :=

16η3
t

q

(
2ηt

q
− 1
)
− 4η2

t
q

(
4ηt

q
− 3
)

+
7ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

+
8ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

ηn(ηn − 1) + 6ηt(ηt − 1) + 6ηn(ηn − 1) (A.79a)

B(0)
0 :=

8η2
t

q

(
2ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

+ 1
)

(A.79b)

C(0)
0 :=

η2
t

q
(16ηt(ηt − 1) + 8ηn(ηn − 1) + 9) (A.79c)

Term erster Ordnung

Im Prinzip handelt es sich bei 〈δ∆0〉1 wieder um denselben Ausdruck wie für
〈δ∆0〉0. Hilfreich ist allerdings zu bemerken, dass eine ganze Reihe von Termen
aus Symmetriegründen Null ergeben muss.

Zu 〈δ∆0〉1′ tragen lediglich die Terme

〈(v · V)(n̂× δ) ·ω〉1′ =
√

2ηta 〈(n̂ ·ω)(n̂ ·Ω)(v · V)〉1′ (A.80a)
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〈(V · δ)(n̂× δ) ·ω〉1′ = −2η2
t a 〈((n̂× v) ·ω)((n̂×Ω) · V)〉1′

+ 2η2
t a 〈(n̂ ·ω)(n̂ ·Ω)(v · V)〉1′

+ 2ηt(ηn − ηt)a 〈(n̂ · v)(n̂ · V)(n̂ ·ω)(n̂ ·Ω)〉1′ (A.80b)

bei, sodass gilt

〈δ∆0〉1′ = −4ηt

q
(2ηt − 1) 〈(n̂ ·ω)(n̂ ·Ω)(v · V)〉1′

+
8η2

t
q
〈((n̂× v) ·ω)((n̂×Ω) · V)〉1′

− 8ηt

q
(ηn − ηt) 〈(n̂ · v)(n̂ · V)(n̂ ·ω)(n̂ ·Ω)〉1′ (A.81)

Einsetzen der Integrale und Zusammenfassen ergibt schließlich

qm2a2 〈iL+∆0〉(1)
t =

A(1)
0 G

qm2a2 T
5
2

tr T2
rot +

B(1)
0 G

qm2a2 T
3
2

tr T3
rot (A.82)

wobei

A(1)
0 := −48η4

t
q2 +

24η3
t

q2 − 9
2

η2
t

q2 +
24η3

t
q

+
2η2

t
q

+
13
2

ηt

q
− 12ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

η2
n +

12η2
t ηn

q2 − 20ηnηt

q
(A.83a)

B(1)
0 :=

η2
t

q

(
16ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

+ 5
)

(A.83b)

Fasst man nun noch die Konstanten zusammen zu

A(0) :=
16
3

η3
t

q

(
2ηt

q
− 1
)
− 2

3
η2

t
q

(
8ηt

q
− 3
)

+
1
3

ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

+
8
3

ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

ηn(ηn − 1) (A.84a)

B(0) :=
1
3

η2
t

q

(
16ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

+ 5
)

(A.84b)

C(0) :=
2
3

η2
t

q
(8ηt(ηt − 1) + 4ηn(ηn − 1) + 3) (A.84c)

A(1) := −8η3
t

q

(
2ηt

q
− 1
)

+
1
3

η2
t

q

(
24ηt

q
− 37

)
− 5

6
ηt

q

(
9ηt

q
− 29

)
− 4ηtη

2
n

q

(
ηt

q
− 1
)

+
4
3

ηtηn

q

(
3ηt

q
− 14

)
− 12ηtηn

+ 22(ηt + ηn)− 6(η2
t + η2

n) (A.84d)

B(1) := −2
3

η2
t

q

(
8ηt

q

(
ηt

q
− 1
)

+ 1
)

(A.84e)

so erhält man die Form von Gl. (4.7).
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A.5.3. Einige Mittelwerte

Die folgenden Mittelwerte wurden zunächst zum Teil per Hand bestimmt. Nach-
dem ich allerdings ab einem bestimmten Punkt auf die Verwendung von MAPLE R©
umgestiegen bin, möchte ich dem Leser die wenig interessanten, aber um so lang-
wierigeren Rechnungen ersparen.

Um die Rechnungen mit MAPLE 10 durchzuführen kann, man wie folgt vor-
gehen

> with(LinearAlgebra):
>
> vv := Vector(3, symbol=v);
> vV := Vector(3, symbol=V);
> vw := Vector(3, symbol=w);
> vW := Vector(3, symbol=W);
>
> assume(vv[1], real, vv[2], real, vv[3], real);
> assume(vV[1], real, vV[2], real, vV[3], real);
> assume(vw[1], real, vw[2], real, vw[3], real);
> assume(vW[1], real, vW[2], real, vW[3], real);
> assume(Nv > 0, Nw> 0);
>
> v2 := DotProduct(vv, vv);
> V2 := DotProduct(vV, vV);
> w2 := DotProduct(vw, vw);
> W2 := DotProduct(vW, vW);
>
> vn := <0,0,1>;
> vvn := DotProduct(vn, vv);
> nxv := CrossProduct(vn, vv);
> nxW := CrossProduct(vn, vW);
> avr3 := K -> int(int(int(int(int(int(int(int(int(int(int(int(
vvn*Heaviside(-vvn)*K*exp(-(v2 + V2)/Nv^2 - (w2 + W2)/Nw^2),
vv[1] = -infinity..infinity), vv[2] = -infinity..infinity),
vv[3] = -infinity..infinity), vV[1] = -infinity..infinity),
vV[2] = -infinity..infinity), vV[3] = -infinity..infinity),
vw[1] = -infinity..infinity), vw[2] = -infinity..infinity),
vw[3] = -infinity..infinity), vW[1] = -infinity..infinity),
vW[2] = -infinity..infinity), vW[3] = -infinity..infinity);

>
> K1 := DotProduct(vV, vW)^2 + DotProduct(vV, vw)^2
+ DotProduct(vv, vW)^2 + DotProduct(vv, vw)^2
- 1/3*(V2 + v2)*(W2 + w2);

> K2 := DotProduct(vV, vW)*DotProduct(vv, vw)
+ DotProduct(vV, vw)*DotProduct(vv, vW)
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- 2/3*DotProduct(vV, vv)*DotProduct(vW, vw);

Damit würden beispielsweise diese Mittelwerte wie folgt berechnet:〈
(v ·ω)2〉

0 :

> avr3(DotProduct(vv, vw)^2);〈
(v ·ω)2〉

1 :

> avr3(K1*DotProduct(vv, vw)^2);

Folgende Mittelwerte wurden benötigt:

〈
(v ·ω)2〉

0 = −1
2

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.85a)

〈
(V ·ω)2〉

0 = −3
8

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.85b)

〈
(n̂ · v)2(n̂ ·ω)2〉

0 = −1
4

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.85c)

〈
(n̂ · V)2(n̂ ·ω)2〉

0 = −1
8

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.85d)

〈
((n̂×Ω) ·ω)2〉

0 = −1
4

π
11
2 N7

vN
10
ω (A.85e)

〈
((n̂× v) · V)2〉

0 = −1
4

π
11
2 N11

v N6
ω (A.85f)

〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(v ·ω)〉0 = −1
4

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.85g)

〈(n̂ · V)(n̂ ·ω)(V ·ω)〉0 = −1
8

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.85h)〈

(v ·ω)2〉
1 = −π

11
2 N11

v N10
ω (A.85i)〈

(V ·ω)2〉
1 = −5

8
π

11
2 N11

v N10
ω (A.85j)

〈
(n̂ · v)2(n̂ ·ω)2〉

1 = −1
4

π
11
2 N11

v N10
ω (A.85k)

〈
(n̂ · V)2(n̂ ·ω)2〉

1 = −1
8

π
11
2 N11

v N10
ω (A.85l)

〈
((n̂×Ω) ·ω)2〉

1 =
1
12

π
11
2 N9

vN
12
ω (A.85m)

〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(v ·ω)〉1 = −1
2

π
11
2 N11

v N10
ω (A.85n)
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〈(n̂ · V)(n̂ ·ω)(V ·ω)〉1 = −1
4

π
11
2 N11

v N10
ω (A.85o)

〈(v ·ω)(V ·Ω)〉1′ = − 5
12

π
11
2 N11

v N10
ω (A.85p)

〈(n̂ · v)(n̂ ·ω)(V ·Ω)〉1′ = − 5
24

π
11
2 N11

v N10
ω (A.85q)

〈(n̂ · V)(n̂ ·Ω)(v ·ω)〉1′ = − 7
48

π
11
2 N11

v N10
ω (A.85r)

〈(n̂ · v)(n̂ · V)(n̂ ·ω)(n̂ ·Ω)〉1′ = − 1
12

π
11
2 N11

v N10
ω (A.85s)

〈((n̂× v) · V)((n̂×Ω) ·ω)〉1′ = 0 (A.85t)〈
v2(n̂×Ω)2〉

0 = −π
11
2 N9

vN
8
ω (A.86a)〈

V2(n̂×Ω)2〉
0 = −3

4
π

11
2 N9

vN
8
ω (A.86b)

〈
v2(n̂× v)2〉

0 = −3
2

π
11
2 N11

v N6
ω (A.86c)

〈
V2(n̂× v)2〉

0 = −3
4

π
11
2 N11

v N6
ω (A.86d)

〈
v2ω2〉

0 = −3
2

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.86e)

〈
(n̂ · v)2ω2〉

0 = −3
4

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.86f)

〈
(n̂ · v)2(n̂×Ω)2〉

0 = −1
2

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.86g)

〈
((n̂× v) ·Ω)2〉

0 = −1
4

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.86h)

〈
(n̂ · v)2(n̂× v)2〉

0 = −1
2

π
11
2 N11

v N6
ω (A.86i)

〈
(n̂×Ω)2ω2〉

0 = −3
4

π
11
2 N7

vN
10
ω (A.86j)

〈
(n̂×Ω)2Ω2〉

0 = −5
4

π
11
2 N7

vN
10
ω (A.86k)〈

(n̂×Ω)4
〉

0
= −π

11
2 N7

vN
10
ω (A.86l)

〈
(n̂×Ω)2(n̂× v)2〉

0 = −1
2

π
11
2 N9

vN
8
ω (A.86m)

〈
v2(n̂×Ω)2〉

1 =
1
4

π
11
2 N11

v N10
ω (A.86n)

〈
V2(n̂×Ω)2〉

1 =
1
8

π
11
2 N11

v N10
ω (A.86o)
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〈
(n̂ · v)2(n̂×Ω)2〉

1 =
1
4

π
11
2 N11

v N10
ω (A.86p)

〈
((n̂× v) ·Ω)2〉

1 =
1
4

π
11
2 N11

v N10
ω (A.86q)

〈
ω2(n̂×Ω)2〉

1 =
1
8

π
11
2 N9

vN
12
ω (A.86r)

〈
Ω2(n̂×Ω)2〉

1 =
7
24

π
11
2 N9

vN
12
ω (A.86s)〈

(n̂×Ω)4
〉

1
=

1
3

π
11
2 N9

vN
12
ω (A.86t)〈

(n̂× v)2(n̂×Ω)2〉
1 = 0 (A.86u)

〈(n̂ ·ω)(n̂ ·Ω)(v · V)〉1′ = − 1
24

π
11
2 N11

v N10
ω (A.86v)

〈((n̂× v) ·ω)((n̂×Ω) · V)〉1′ = − 5
48

π
11
2 N11

v N10
ω (A.86w)

A.6. Der Zusammenhang zwischen ∆ und b(t)

Zunächst gilt

〈∆〉t =
2
3

∫
∏

j
d3vjd3ωj(1 + b(t)v2

j ω2
j P2(cos θj))

exp

[
−

mv2
j

2Ttr
−

Iω2
j

2Trot

]
1
N ∑

l
v2

l ω2
l P2(cos θl)

/
∫

∏
j

d3vjd3ωj(1 + b(t)v2
j ω2

j P2(cos θj)) exp

[
−

mv2
j

2Ttr
−

Iω2
j

2Trot

]
(A.87)

Der b(t)-Term liefert im Nenner keinen Beitrag, und somit lässt sich dieser Aus-
druck unmittelbar auf nur ein Teilchen reduzieren.

〈∆〉t =
2
3

b(t)
(

m
2πTtr

) 3
2
(

I
2πTrot

) 3
2 ∫

d3vd3ωv4ω4P2
2 (cos θ) exp

[
−mv2

2Ttr
− Iω2

2Trot

]
(A.88)

In Kugelkoordinaten d3v = v2 sin θdvdφdθ (sodass v ·ω = vω cos θ) erhält man

〈∆〉t = 3πb(t)
(

m
2πTtr

) 3
2
(

I
2πTrot

) 3
2 ∫ ∞

0
dv
∫ π

0
dθ
∫

d3ωv6ω4

sin θ

(
cos4 θ − 2

3
cos2 θ +

1
9

)
exp

[
−mv2

2Ttr
− Iω2

2Trot

]
(A.89)
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Die Winkelintegrationen liefern einen Faktor 8
45 und mit d3ω = ω2dωdω̂ gilt

〈∆〉t =
32
15

π−1b(t)
(

m
2Ttr

) 3
2
(

I
2Trot

) 3
2 ∫ ∞

0
dv
∫ ∞

0
dωv6ω6 exp

[
−mv2

2Ttr
− Iω2

2Trot

]
(A.90)

Nach zwei abschließenden Gaußintegrationen erhält man die Beziehung (4.4).

A.7. Korrekturen erster Ordnung der Temperaturen

Ausgehend von

3
2

dTtr

dt
= −8

√
2πna2g(2a)

∫
d3vd3Vd3ωd3Ωn̂ · vΘ(−n̂ · v){

1 + b(t)(v2
1ω2

1P2(cos θ1) + v2
2ω2

2P2(cos θ2))
}

exp
[
−m(v2 + V2)

2Ttr
− I(ω2 + Ω2)

2Trot

]
(b+

12 − 1)
m
2

(v2
1 + v2

2)

/
∫

d3vd3Vd3ωd3 {1 + b(t)(v2
1ω2

1P2(cos θ1) + v2
2ω2

2P2(cos θ))
}

exp
[
−m(v2 + V2)

2Ttr
− I(ω2 + Ω2)

2Trot

]
(A.91)

und der Aufspaltung d
dt Ttr = d

dt T(0)
tr + b(t) d

dt T(1)
tr ist also der Term

dT(1)
tr

dt
= −8

√
2πmna2g(2a)

(
m

2πTtr

)3 ( I
2πTrot

)3 ∫
d3vd3Vd3ωd3Ω

n̂ · vΘ(−n̂ · v) exp
[
−m(v2 + V2)

2Ttr
− I(ω2 + Ω2)

2Trot

]
{

(V ·Ω)2 + (V ·ω)2 + (v ·Ω)2 + (v ·ω)2 − 1
3
(V2 + v2)(Ω2 + ω2)

}
{

ηt(ηt − 1)(n̂× v)2 + ηn(ηn − 1)(n̂ · v)2 + η2
t a2(n̂×Ω)2} (A.92)

zu berechnen ( d
dt T(0)

tr entnehme man z. B. [AHZ01]). Der einzige nicht-verschwindende
Beitrag ist 〈

(n̂×Ω)2〉
1 =

1
12

π
11
2 N9

vN
10
ω (A.93)

D. h.
3
2

dT(1)
tr

dt
= −16

√
π

m
ng(2a)

η2
t

q2m2 T
3
2

tr T2
rot (A.94)

Identifikation der Konstanten bringt dies auf die Form von Gl. (4.8). Die Berech-
nung von d

dt T(1)
rot verläuft völlig analog.
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A.8. Der mittlere Winkel θ

Zunächst gilt

〈
cos2 θ

〉
t =

∫
d3vd3ω

(v ·ω)2

v2ω2 (1 + b(t)v2ω2P2(cos θ)) exp
[
−mv2

2Ttr
− Iω2

2Trot

]/
∫

d3vd3ω(1 + b(t)v2ω2P2(cos θ)) exp
[
−mv2

2Ttr
− Iω2

2Trot

]
(A.95)

bzw.

π3N3
vN

3
ω

〈
cos2 θ

〉
t =

〈
(v ·ω)2

v2ω2

〉
t
+

3b(t)
2

〈
(v ·ω)4

v2ω2

〉
t
− b(t)

2
〈
(v ·ω)2〉

t (A.96)

Schreibt man nun sowohl Winkel- als auch Translationsgeschwindigkeit in Ku-
gelkoordinaten und führt die trivialen Integrationen sofort aus, erhält man.〈

(v ·ω)2

v2ω2

〉
t
= 8π2

∫ ∞

0
dv
∫ ∞

0
dω

∫ π

0
dθv2ω2 cos2 θ sin θ exp

[
−mv2

2Ttr
− Iω2

2Trot

]
(A.97)

Nach Ausführen des vierten Winkelintegrals bleiben noch zwei Gaußintegrale.
Das Ergebnis ist 〈

(v ·ω)2

v2ω2

〉
t
=

1
3

π3N3
vN

3
ω (A.98)

Man erhält in analoger Weise zunächst〈
(v ·ω)4

v2ω2

〉
t
= 8π2

∫ ∞

0
dv
∫ ∞

0
dω

∫ π

0
dθv4ω4 cos4 θ sin θ exp

[
−mv2

2Ttr
− Iω2

2Trot

]
(A.99)

und schließlich 〈
(v ·ω)4

v2ω2

〉
t
=

9
20

π3N5
vN

5
ω (A.100)

Auch das letzte Integral lässt sich in derselben Weise behandeln

〈
(v ·ω)2〉

t = 8π2
∫ ∞

0
dv
∫ ∞

0
dω

∫ π

0
dθv4ω4 cos2 θ sin θ exp

[
−mv2

2Ttr
− Iω2

2Trot

]
(A.101)

sodass 〈
(v ·ω)2〉

t =
3
4

π3N5
vN

5
ω (A.102)

Zusammenfassen der Terme liefert nun den Ausdruck in Gl. (4.6).
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A.8.1. Der mittlere Winkel für t → ∞

In diesem Abschnitt bezeichne ˙≡ d
dτ . Betrachtet man x(t) :=

〈
cos2 θ

〉
t − 1/3 und

ersetzt in Gl. (4.9) b(t) durch x(t) mittels der Beziehungen

b(t) =
5qm2a2

6TtrTrot
x(t) (A.103a)

6
5

TtrTrot

qm2a2
d
dt

b(t) =
d
dt

x(t)− x(t)
(

1
Ttr

d
dt

Ttr +
1

Trot

d
dt

Trot

)
(A.103b)

so erhält man

d
dt

x(t) = − x(t)
30

(
A(1)GT

1
2

tr + B(1)GT
1
2

tr R + 30
1

Ttr

d
dt

Ttr + 30
1

Trot

d
dt

Trot

)
− 1

25
A(0)GT

1
2

tr −
1

25
B(0)GT

1
2

tr R− 1
25

C(0)GT
1
2

tr R−1 (A.104)

mit dem Temperaturverhältnis R aus Gl. (2.20), oder in Kollisionszeit

ẋ(τ) = − x(τ)
15

(
A(1) + B(1)R− 20(A + C) + 20B(R + R−1)

)
− 2

25
A(0) − 2

25
B(0)R− 2

25
C(0)R−1 (A.105)

Bis zu diesem Punkt ist das Ergebnis noch allgemein. Für den stationären Wert
kann man nun R durch R∗ (Gl. (2.21)) ersetzen. Die Identitäten

(20B + B(1))R∗ + 20BR∗−1 =
40B + B(1)

R∗
+

A− C
B

(20B + B(1)) (A.106a)

B(0)R∗ + C(0)R∗−1 =
B(0) + C(0)

R∗
+

A− C
B

B(0) (A.106b)

liefern dann

75ẋ(τ → ∞) = −5x(τ → ∞)

(
A(1) − 40C + (A− C)

B(1)

B
+ (40B + B(1))R∗−1

)

− 6A(0) − 6(A− C)
B(0)

B
− 6(B(0) + C(0))R∗−1 (A.107)

Unter der Annahme, dass x(τ) gegen einen stationären Wert x∞ konvergiert
(limτ→∞ ẋ(τ) = 0), kann man diesen nun also leicht bestimmen

〈
cos2 θ

〉
∞ =

1
3
− 6

5
A(0) + (A− C) B(0)

B + (B(0) + C(0))R∗−1

A(1) − 40C + (A− C) B(1)

B + (40B + B(1))R∗−1
(A.108)

und unter Zuhilfenahme der Identität

A− C
2B

=
R∗2 − 1

2R∗
(A.109)

folgt der Ausdruck in Gl. (4.10).
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